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MEMORIA

BOBRE Á ROTAÇÃO DAS FOnçAS EM TORNO DOS

PONTOS u'a1'FLICAÇÁ0.

ro>

DAMEL AUGUSTO DA SILVA,

ADVERTÊNCIA.

QUANDO um conjuncto de theoremas se refere a uma tlieo-

ria mathcmatica , em que se considerSo vários elementos,
cujas relações de grandeza podem ser quaesquer ; se suppo-
scrmos que essas relações se simplificSo, como por exem-
plo, se alguns desses elementos se tornão iguaes , ou desap-
parecem, acontece quasi sempre, que uma parte das pro-
posições, que tinliào uma existência distincta na theoria
geral

,
perdem esse caracter de independência , fundindo-se

ii'um só theorema
,
que nào apresenta vestígios dos princí-

pios diversos, de que elle procedera.

E' o que acontece em relação ao assumpto, de que pas-
samos a tractar.

K' sabido
, que se um syslema de forças paralleias gy-
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G2 MEMORIAS DA ACADEMIA REAL
rão cm lorno dos pontos «1'applicação , a sua resultante gy-
ra no centro das torças, coiii.er\aiido-se senij)re ])arallela ás

componentes.
Alas so supposermos um grupo de forças, que syrão

cm torno dos pontos d'applicaçào, e as quaes em vez de fa-

zerem entre si sónieiíle os ani;uJo8 0°, ou 180°, fórmào ân-
gulos quaesquer , nías coiiStantes «lurante a rota(ào , tere-

mos a gencralisarào <lo systcma precedente, verificandt>-se

entào algumas propriedades
, que correspondem ao princi-

pio das forças parallelas, mas alem dessas um grande nume-
ro d'outras, que não podem distinguir-se naquelle principio

simjilicissimo.

Investigar essas propriedades é o objecto da presente
JVTemoria. Julgamos que aièni do interesse puramente scien-

litico, que j)o ssa li^ar-ibe a esla nova tlicoria , não deixará

cila de ser co nsiderada como susceptível de uleis applica-

ções.
Parecendo-nos conveniente dar um nome porlnçucz aos

systemas de forças, que Mr. Poiusot iiitroduzio na Statica ,

propomos a denominação linario como equivalente da pala-

vra franceza couplc.

Noexcellente traclado deMeclianica Racional do dignís-

simo Lente da Escola Polytechnica o Sílr. Albino Francisco

do Figueiredo emprega-se semtraduccão o termofrancez, na-

cionaíisando-llio apenas a orthograpliia. Como porem nos

parece indis[iensavel baptisar na nosia lingua uma conce-

pção hoje admittida geralmente na sciencia, e como a de-

nominação ruple empregada peloSflr. Figueiredo não é ad-

mittida na Lnivcrsidade de Coimbra , onde também nos nào
consta que se tenha definitivamente lixado a traducção do
termo francez , julg.ímos que a palavra binário represen-

tando de algum motlo a noção correspondente, poderá, sen-

do adoptada pelos homens competentes , fazer entrar no do-

mínio da nossa lingua uma idèa de ha muito introduzida jú

co eusino das i.ossas Escolas.

I
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INTRODUCÇAO.

I.

Definições.

1. Em iim sysíema de forcas, que 2:yr;io em torno cloa

pontos de applicac^ào , suppostos fixos , chamaremos a estes

pontos centros das forças.

2. Consideraremos unicamente entre as rotações que
podem ter as forças d'um systema , aquellas que não fazem
\ariar a inclinação reciproca das forcas; a esta rotação si-

multânea das forças chamaremos rotação systcmatica.

3. Confu/nração d' um systema será a disposição que to-

mão as forças delle para qualquer rotação systematica.

4. Directrizes serão chamadas em ^eral as rectas, que
pela sua dirocção absolutamente variável, mas constante em
relação ás direcções das forças do syslema , detcrminão ca-

da uma das contiçurações.

0. Quundo as forças gyrantes se achão situadas em ura

plano, e nelle se conservão em Iodas as confij^u rações ,
que

fe considerão , será directriz sufliciente para determinar to-

das as confiirurações uma recta qualquer situada nesse pla-

no, e que eyra simnltaneamonle com as forças, fazendo es-

tas ângulos invariáveis com aquella j)ara todas as configura-

ções.

6- Quando as forças errantes em um plano tem resul-

tante, tomaremos espccialuienle para directriz a mesma re-

12 »
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Kullaiilc
;
quando porOjn o systoma so reduz a um binário,

cscolliiTeniosi para directriz «|ual(juer das forças.

7. Para coiiijirchencler faciliiieiílc a rolarão systeuiati-

ca no espaço, podemos imaginar em um ponto lixo rebelas pa-

ralielas a todas as forças gyrantes; dej)ois consiileraiido in-

variável este systema auxiliar directriz , e fazendo-o gyrar

de (|ual(]uer modo em (orno do ponto fixo , as forças do ^ys-

tenia dado devem, para todas as configurações, conscrvar-se

])arallelas as rectas resjieclivas do systema directriz.

ti. As rotações systemnticas no espaço defmil-as-hemos

ordinariamente por um fcyslema de eixos rectangulares , ou
obliquos

,
que gyra em torno d'uin ponto de modo que ca-

da força do systema faz três ângulos invariáveis com os ei-

:vos direclrizcii j)ara todas as cbntiguraçõcs.

•J. Quando a rotação systematica se efleitua em um pla-

no , se existe resultante esta será constante cm grandeza,

e terá a mesma inclinação sobre a directriz para todas as

conliguracões.

to. Quando a rotação systematica se eircilua no espaço,

e lia resultante , esta será constante em grandeza , e fará

ângulos invariáveis com os eixos directrizes.

11. Imaginemos uma recta qualcpier que faça ângulos

constantes com os eixos directrizes para todas as conligura-

cões ; o systema dado dir-se-lia gyrar sobre essa recloi ([uan-

do ella se conservar fixa no csjiaço j e dir-se-ha gyrar com
cila, quando esta variar de direcção.

12. Qualquer rotação systematica no espaço é pois sem-
pre o resultado de duas rotacòes, uma cora uma fecta dada,
outra sobre a mesma recta.

13. Quando o systema gyrante no espaço tiver uma re-

sultante , consideraremos geralmente que estas duas rota-

ções se elleituão com e sobre a direcção da resultante.

14. Qualquer rotação systematica é pois definida pela

posição de uma directriz, c pelo angulo que faz a projec-

ção de uma força do systema sobre um plano perpendicular

á directriz com unia recta determinada sobre esse plano,

isto é , podemos servir-nos de duas directrizes unicamente
para determinar todas as configurações no espaço.

15. Quando um systema gyrante no espaço tem resul-

tante, vimos (§§ y,10) como ellu gyra sem mudar de gran-

(leza para todas as configurações; o eixo do binário resul-

tante variará em direcção e grandeza para as diversas con-
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fguraçi^es , e essas val-iações dopendem, para cada configu-

raçAío, dos tres íingulos que deierminao arotaçSo dosystêinâ
còm iiina directriz, e do angulo que indica a rotação sSo-

brè essa diroclriz.

JC. No hinário gyrante , considerão-se duas forças gy-
raiido cm torno dos respectivos» centros, è coiiserVándo-s*

coiibtaiilemente iguaes, paralielas, e contrarias. Chamare-
líios braro a linha de uhiSo dos dons centros.

17. E' lacii perceber desde já, que todas as proprie-

dades que pertcndemos investigar acerca da rotação sys-

Icmatica das forças em torno dos pontos d'applicação, sup-
postos fixos no espaço, dão-nos imuiediatamcnte as proprie-

dades , que lein lugar quando o systeuia de pontos d'ap-
plicaçào , considerado rigido

,
gyra , ou se desloca de qual-

<)ucr maneira no espaço , conservando-se invariáveis as

direcções absolutas dâs forças àpplicadas, e as suas gran-
dezas.

ii.

F.ijuival€7icia dos grupos gyrantes dementarei.

18. Um systema de forras paralielas gyrantes
,
que terii

uma resultante, equivale a esta gVrando em torno do centro
das forças.

19. Se o systema de forças paralielas gyrantfcs nSo terh

resultante, eciuivale a um òmano f/ijrante, cujasforças sào as
re.-^ultanles dos dous grupos de forças positivas e negativas,
àpplicadas aos respectivos centros. Se estes coinciclirem ò
systema acha-se em equilíbrio para todas as configura çí^Scs.

20. Para que dous hinários gyrdntôs sej;lo equivalentes,
«^ necessário em primeiro lugar que os seus eixos sejíTo pa-

rallclos para qualquer configuracílo; c como os braços dos

binários s;ío sempre perpendiculares aos eixos, segue-se que
os ditos braços devem ser parallclos : depois devem ser

iguaes os seus momentos j)ara todas as rotações sobre umíi

dirGclriz eixo qualquer; para isto, basta quC dása condiçJÍÒ
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se verifique para uma dada dirccçSo do eixo, e para duas

rotações sobre elle
,
que não distem J80.° Com elleilo sen-

do P, a, P', a' respectivamente as forças eos braços dos bi-

nários , teremos jiara duas rotações syslematicas sobre um
dado eixo, chamando <p ,

9', ip -H «,
(f'
+ a csaigulos <jue res-

pectivamente fazem P, a, el", a' para as duas configurações

aP Sen ç.= a'P' Sen 9 ' j aP Sen
(
9 -j- * ) == a'P' Sen {q,'+ «)

,

isto é
aP Pen 9= a'7" Pen Q)' ."y ...

aP Sen 9 Cos a+aP Cos 9 Sen a=a'P' Sen 9' Cos a+a'Pi Cos 9' Sen aJ
* '

donde, se não for ot= o , ou a= 180*,

aP Sen <p= a'P' Sen 9'; aP Cos 9= a'P' Cos 9';

e como a, P , a', P' se devem considerar sempre positivos,

conclue-sc quadrando as equações precedentes , e sommau-
do os resultados

Pci= P'a', 8 por conseguinte 9= 9'.

!?e supposermos agora que sobre a mesma directriz eixo

se eíTeitjJou un)a rotação qualquer , designada pela substi-

tuição do angulo < ao angulo a, a segur.da das equações (l)

será satisfeita, isto é, liaverjí equivalência em todas as con-

figurações correspondentes á mesma direcção do eixo.

Imaginando porém , que os dous systemas binários gy-

rão sobre os braços, conservar-se-hão constantes os ângulos

que com elles fazem as forças resj)cctivas ; logo os binários,

que crão equivalentes para uina dada posição da directriz

eixo , ver-se-ha agora
,
que satisfazem a essa equivalência

cm todas as configurações.

21. Conclue-se pois, que um binário gyrantc no espaço

pôde subslituir-se poroulro, com lanio que os braços se-

jào parallelos , as forças P, T-' parallclas, e no mesmo sen-

tido , c iguaes os momentos máximos Pa , P'a',

22. Dous binários gyranles são sempre equivalentes,

quando o são para duas configurações quacsquer, em que
se suppõe diversas mas não oppostas direcções do eixo, ex-

cluindo porém o caso cm que os momentos dos binários



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. cr

correspondentes ás duas configuraçíies sejâo iguaes , e de si-

giial contrario , uu absolutamente iguaes.

Com etícilo a equivalência nas duas configurações con-

duz-nos forçosamente ao parallelismo dos braços: por conse-

guinte considerando os binários em uma das configurações

equivalentes, e eBeituando a rotação das forças sobre os bra-
ços até que os eixos venhilo a ser parallelos aos eixos da ou-
tra configuraçílo, em que também seda a equivalência, achar-
iios-hemos reduzidos ao caso

,
que discutimos (§ 20) , e por

consequência os dous binários serão equivalentes para todas
as configurações.

23. Quando se considerão dous binários cujas forças gy-
rílo unicamente no plano, em que estão situados os braços,
potiem estes deixar de ser parallelos, veriticando-se a equi-
valencia, uma vez que tenhamos Fa =« F'a', e 9 = 9'.
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PRIMEIRA PARTE.

CONFIGURAÇÕES EM UM PLANO.

24. Supporemos primeiro todas as forças do gystema si-

tuadas em um plano , e consideraremos apenas as rolaçOes

syslematicas ,
que as não fazem sair delle.

25. Sejão P, P', eíc. as forças dailas ; x
, y , x' y', etc.

as coordenadas dos seus centros em relação a una svstema

d'cixos rectangulares OX, OTsituados no plano do syslema,

ede modo que a rotação directa secíTcitue de OX, para OV;
sejão a , a et^c. os ângulos que as forças fazem com o eixo

OX; Aí, a somma dos momentos das forças em relação ao

centro O. Teremos pois na configuração supposla

AI=:1P [x Sen a — y Cos «] (2).

Imaginando agora que a directriz gyrou 90* no sentido di-

recto , será na nova configuração o momento

JV=2P [x Cos « -1-1/ Sen a] (3).

E se a rotação da directriz for expressa por um angula

qualquer i teremos

M'='2P (x Sen {' + ')— y Cos («+ ))
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T=zP (x Sen a—y Cos a) Cos t + TP (x Cos a+y Sen «) Sen», isto é;

i»í'= 7»í Cos .-hiVSen • (4).

26. A equação precedente indica-nos
,
que será M'= 0,

quando for tg i, = -^ ; logo é sempre possível achar

duas configurações i, , i, -4- 18o" para as quaes o momento
M' ó nullo. Nestes dous casos se o systema tiver resultante

passará esta pela origem.
27. O máximo, e o minimo valor deilf' serão dados pela

equação

^'=0=— .1/ Sem' + iV Cosi', donde tj ,'—^ (5)

isto ó. acharemos para ' dous valores distantes 100°, e será
•'=•, -t-90°, ou •= •, -+-270°, o que nos indica, que as dire-

ctrizes (los momentos máximo, e minimo existem n'uma re-

cta perpendicular áqucUa em que existem as directrizes dos
momentos nullos.

28. Como SC acha

5^'=-M Cos .'- iV Sen '=— 31'

conclue-se que il/' será máximo, ou minimo conforme for

positivo , ou negativo.

29. Sendo A a grandeza absoluta do momento máximo,
ou minimo teremos

Jr=Jf Cos.'+ iVSen .'

=— ilf Sen .'-1-iVCos .'

;

sommando os quadrados destas equações obteremos

K^= M--hN', e K=±\/iir^i\', (c)

correspondendo o signal + ao momento máximo , e — ao
momento minimo. Estas equações mostrào-nos que é sem-
pre constante a somma dos quadrados dos momentos resul-

2.* SERIE T. m p. I. ji3
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lantcs tlosvslciiia ciniliias conliçiirarões quacsqucr cujas di-

rectrizes sào poi|)('ii(li(iilai(>s ciilru si.

30. Na equação (-1) sujq>oiiclo M o momento ma.ximo,
será N= o , c leremos

M'=^K Cos ., (7)

que nos intlica
,
que o momento correspondente a qualquer

directriz deduz-se do momento niaxinio , multiplicando-o pe-
lo coseno do angulo que a directriz deste laz com aqueU
Toutra ; e por isso serào ignaes os momenlos corresponden-
tes a directrizes

,
que se allastão igualmente para um , e ou-

tro lado da directriz maximum.
31. Coidiecendo os momentos M' , M" correspondentes

a duas directrizes dadas, podemos achar facilmente a gran-

íicza do momento máximo À'
, e a posição da sua directriz.

Com eflcito seja -^z o angulo que esta laz com a directriz

de 31', e -^ -^ if, o angulo que a primeira faz com a dire-

ctriz deJÍ'', sendo por tanto 9 o angulo das directrizes áeM',
e de Aí", será

J1í'=À' Cos ^, J\I"— K Cos (^J-+ ç) = À' Cos^l- Cos f— K Sen 4- Sen çi,

OU

M'= K Cos ^, e 31"= 31' Cos
<f
—K Sen ^^ Sen ?,

das quaes concluimos

v,r <
} i'5c 2

I
Í-. 3r'-{-31"'—2 31'3rCosq, ^K' Cos- -vb + A' Sen 'd/=A'= -,—

^

>
^

' ' &en" <p

j^^ \J M"-^J\i"—-2. l\í' 31" Cos y

fceu 9

A grandeza de \l/ será fixada pelas equações

^ ,

31' ^ ,
31' Cos

(f
— M'Cos ^V= -^ ;

Sen ^= -^^V^—
Se for o angulo 9= 90", teremos
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K=\/3r'-^M"'; Cos 4=7- í Sen ^=— -^.

32. A grandeza do momento máximo K pôde exprimir-

se iiulependentemenle de qualquer systema d'eixos coorde-

nados. Sej;To r , r' etc. as grandezas das rectas tiradas dos

centros das for»-as P, P' ele. para o centro dos momentos;

í> ,
q>' etc. os ângulos contados directa e respectivamente das

ultimas linhas para as primeiras , será para uma configura-

çílo qualquer
i^f= r Pr Sen <p ;

e rolando a directriz 90° no sentido directo

jV:^— z Pr Cos <p; logo

K~=M^+N'=Z' Pr Sen ip-l-i:- Pr Cos ?i=S /"r' (Sen' p-|-Cos' (p)+2 S Pr P'r/ 'C03 p Cos ?'+Sen p Sen p')

isto Ú

A''=iP'r'-|-2zPrP'r' Cos [?>— <p'] (8).

Para exprimir as diíTerenças 9— tp' independentemente de
«qualquer configuração, consideremos (fig. 1.") duas forças P,

P' cujos centros sejão C, C ; seja O o centro dos momen-
tos, e chamando PP', ;r' os ângulos PDP', COC", é fácil

de reconhecer , que teremos sempre <p— if'=^PP'— rr' ; a

equaçJo (8) muda-se por tanto em

X'==2 P'r'-t- 2 X Pr PV Cos [PP'— rr<] (9)

contando-se os ângulos PP', rr' no sentido directo de P pa-

ra P', e de r para r' . Aeqnaçào (o) é independente de qual-

quer systema d'eixos coonlenados , e de qualquer configura-

ção, vislo que para todas ellas sào constantes PP', rr', etc.

;

A será pois cm grandeza a resultante do um systema de for-

ças das grandezas Pr, Pr' etc, e que entre si facão os

ângulos 9'— 9, 9"— 9, etc. ou os ângulos PP—rr' , P"P—
r''r, etc.

33. Se o systema gyrante não tiver resultante é claro,

que o momento máximo A^, e a posição da sua directriz eni

cada conÉiguraçào, são os mesmos [lara qualquer situarão
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<lo centro dos momeiUos. Siippondo poríni (lue existe resul-

tante, doterniiiiar(?iiios do modo seguinte a grandeza de A',

e a posição da res|)cctiva directriz para qualquer desloca-

mento do centro O dos momentos.
8eja OR unia posição qualquer da directriz supposta

parallela ;í resultante; AI o momento quo lhe corresponde

para o centro de momentos O (lig. 2) ; No momento para

a directriz OR' perpendicular a OR; M', N' os momentos
correspondentes a essas duas directrizes para o centro de
momentos O'; faça-se ROO'=^(x) ; 00'=d, c sendo R a graa-

tieza da resultante teremos

:s

M'= M-^Rd Sen a
(10)

N'=N— Rd Cos

E suppondo que é M o momento máximo correspondente
ao dentro O , as equações precedentes reduzem-se a

:í

M'^K-i-Rd Sen (o~

(10
N'= — Rd Cos

loffo chamando K' o momento máximo correspondente ao
centro (/ leremos

il/"-+-iV'=A'^=A'='-i-i2'íi^-1-2 A'i?tií Sen cj (12)

equação que nos dá a grandeza do momento máximo relati-

vo ao centro O'. Para termos a tlirecc.ío da respectiva di-

rectriz, supponhamos que esta faz com a directriz de ura

momento qualquer 3Í' relativo ao centro O' o angulo q> ;

c sendo 9 o angulo que a directriz para o momento corre-

spondente M relativo ao centro O, faz com a directriz de

A , teremos

M'=K' Cos 9'; A"=— K' Sen ç'; M=K Cos? , A'=— A' Sen (p (IS)

e como as equaçOes (10) dão

{M'—My-^ {N'— Ny^R\l'', teremos



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. 73

^.. o.. <P—K Cos 9)'+ (—A'' Sen ^'-hASeu 9)*=i?M% ou

K^-^-K^—lKK' Cos (ç— 9)= i2'íí' (14).

Se siipposerinos que OR= K, e que em direcção represen-

ta a directriz de K; se perpendicularmente a 00' tirarmos

OE==Rd, a diagonal OF do jiaraileloijranio EK represen-

tarei em graiitleza o momento máximo K' relativo a O', e

será em direcçio a sua directriz , o que se demonstra facil-

mente pelas equações (12) e (M)» observando que *'— 9 é o

angulo lias duas directrizes áe K , e K', e advertindo que
na construcião que fizemos para satisfazer ao valor Cos

Cf'— í) liado pela equação (14), nào devemos construir o pa-

rallelogramoisyí á direita úeOR, pois que suppondo ío <;uo'',

e 9= 0, teríamos em (II) iV negativo, e pelo contrario em
(13) acliar-se-hia N' positivo.

34. A proposição que acabamos de demonstrar condu-
zir-nos-lia facilmente a uma notável propriedade da rotação

<las forças situadas em um plano. Com efleito se quizermos
determinar o centro O'' em relação ao qual é K'=^o , a
construoção indicada mostra-nos que devemos á esquerda

de OR levantar 00' perpendicular á primeira , e fazer

00 'xíf= A'; porque então tomando OE' perpendicular a

00", c=: 00"X R= OR, a diagonal do parallelogramo

construido sobre OR e OE' será nulia. O ponto O" assirii

«leterminado , e escolhido para centro dos momentos , dá

momentos nuilos para todas as configurações , e por conse-

guinte por elle passa constantemente a resultante do sysle-

nia. Este ponto donominal-o-hemos centro (lo sijstema. Logo
um systema de forças situadas ifum plano , e que nelle gy-
râo systematicamenle, equivale em todas as configurações á
sua resultante gyrando em torno do centro do systema.

35. E' fácil conhecer que o centro do systema é um
ponto único; por quanto para qualquer configuração esse

j)Oiito deve existir na recta que representa a resultante do
systema; imaginando outra configuração do systema, o pon-
to d'encontro das duas resultantes será o centro do syste-

ma , o qual fica deste modo absolutamente determinado.
A propriedade demonstrada do centro do systema repre-
senta para as forças divergentes situadas em um plano a
generalização da propriedade Jia muito conhecida do cea-
tro das forças parallelas.

2." SERIE T. III. P. I. 14
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30. PpIo principio flcnionslrado (§. 30) poJptnos clie^otr

(lirL-ctami-iite á pro|)rie(lailc i!u centro tio sysleina, o .! de-

1einiina(jiiO da sua posição iro plano das forças dadas. Pro-
curemos o ponto de intersecção das r<;siiltunlcs do svslc-

ma correspondentes, a duas contii; u rações «iiiaesqucr. Suppo-
nhamos tpie snto 4, 4--4-< vs ângulos, que as directrizes

dessas configurações iazein com a directriz correspon<lenti>

ao niomeirto máximo K; chíimamlo x^
, y^ as coordenada.s

orthogoiiaes do j)Oiito de intersecçíío das resultantes nas
duas conligurações; n, (7-+-= os ângulos que eJlas íazeta

com o eixo dos x , teremos

M '= K Cos g,= 72 (x^ Sen a— y, Cos a)

;

M"=KCos (4.-t-.)=i2 Gr, Sen {n-\-.)— y^ Cos (a-t-.)i

eliminando successivamenle y, , .r^ acharemos

K ^Cos (4-1- O Cos a—Cos + Coi (a+.) ^ =Rt, fscn (a-f .) Cos a—Sen a Coç (a-L.)^ ~)

AYcos(»H-«)Sena—Cos+Sen^a+O^ =Ry, Asen (aJ-f)Cosa—SenaCos(o+o) 1

mas é

Co3 '4'+i) Cosa—Cos 4- Cos (a-j- )=— Sen 4 Cos a Sen s-j- Cos ^J- Sen a Sen i=Sen (a—í-) Sen » ;.

Cos («H-O Sen o—Cos + Sen (a+i)=—Sen 4- Sen a Sen .—Cos 4^ Cos a Sen 1= —Cos (a—4^) Sen £ ;

Sen (a -f i) Cos a— Sen a Cos (a -[-«)= Sen (o -|- e— a) = Sen 1

;

substituindo Pstes valores nas equações (15), e dividindo
por Sen , obteremos

K Sen (a— -vi;) = x R'
'

' (IG)-
•—K Cos (rt— 4/)

-x, R^

Como nestas equações n3o entra o angulo i , vè-se que a

resultante de (jualquer configuração encontra no mesmo
ponto Xi , Vi a resultante da confienração Jll': logo as

rebullantcs de todas as configuracõe.s pa.ssão por esse pon-
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lo. O angulo «— -vj^ ó igual ao que a Uirecixiz iHaxIiaum

faz com o ci.\o doa x.

37. A existência, e ílelerminarão do centro do sysLema
j)oder-se-hão lambem deduzir indepeudentoiHente do prin-

cipio (§. uO) ,
procedendo da maneira seguinte.

Seudo <c , a.' etc. os ângulos que as íurças P , P', etc.

fazem com o eixo dos x em uma cunllguração qualquer;
« o angulo que nessa couliguraij-ào laz li cuin o nieámo
eixo ; se fizermos rolar uo' a directriz , a ,

a'^ ctç. , u mu-
dar-se-hilo em «+-00°, «'-h3o", etc, a-t-'jo°j o chamando,
.r,

, y, ati coordenadas do ponto d'encontro das resullau-'

tes correspoudeiitcs ás duas couíiguraçuQS , teremos

I P (x Sen a— y Cos <») -=ll (x, Sou a— y, Cos a);

^F {x Cos a-hij Sen a) == R (x, Cos a-^-y, Sen a);

sommando successivamente os productos da primeira equa-
«jào por Sen a, e da segunda por Cos a ;

depois da pri-

meira por — Cos íi, e da seguuda por Seu a, acharemos

^P {x Cos (a— a)-t-y Sen (a— a)) =i?.r,;

I P (— o: Sen («•— o) -í- y Cos (a—«)) =Ily^ ;

c como « — a, a'

—

a, etc. são os ângulos que cada força
f;iz com a resultante, a partir desta no sentido directo,
dfsi<;iiatido por 9 ,

9', etc. esses ângulos, as equações prece-
dentes mudão-se cm

r P (x Cos ? -4- y Sen ç) = Rx ")

> (17)
zP (— -r Sen «-f-y Cos 9) = R^y

Ora sendo invariáveis os ângulos 9, 9', etc. ijara todas as
configurações, os primeiros membros destas cquaçòe.s sào
constantes para qu.iosqiior duas configuracuos cujas dire-
ctrizes são perpendiculares: logo as resultantes de todas
as configurações passão pelo ponto único x^

, y,.
3C. Se as forças forem parallelas será scnipro ç:=0.
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ou ^1=180°, c por consep^uinte Sen ip= 0; Cos 9==+I;
nesle caso as equações (17) reduzem se a

T±Px= Rx, ; ^±Py= Ry,:

formulas que dclerminão o centro das forças parallelas si-

tuadas em um plano.

39. A tlieoria do centro do systema , e da comparação
dos momentos relativos ;ís diversas confiírurações podem
também eslabelecer-se geometricamente : é o que passa-

mos a fazer, começando por considerar somente duas for-

ças situadas em um plano, e que gyríío em torno dos seus

centros , conservar.do sempre a mesma iridinação recipro-

ca. Imaginemos pois as duas forças P, P' (íig. 3.), que
gyrão systematicamente em torno dos pontos A, A', con-
servando-se seniprs no mesmo plano : encontrem-se P, P'
em uma configuração qualquer no ponto D, e seja DR a
direcção da respectiva resultante. Pelos três pontos A.,

A', 1) faça-se passar umu circumferencia de circulo; o
ponto D conservar-se-ha constantemente sobre essa cir-

cumferencia em toilas as contigurações , visto ser constan-

te o angulo das forças P, P' . Se íbr C o ponto em que R
encontra a circumferencia, serií fácil de conhecer que esse

ponto é immovel para todas as configurações; porquanto
devendo R fazer ângulos constantes com as componentes
P, P', se D vier a occupar a posição 7)', Fer;í D'C a

direcção da respectiva resultante, porque ó AD'C=ADC:
Jogo gyrando systematicamenle as forças P, P' sobre os

pontos A, A', a resultante gyra simultaneamente sobre o
ponto C

40. O movimento angular do ponto D sobre a circum-

ferencia c sempre o dobro da rotação eflcituada pela di-

rectriz ;
por isso quando o ponto J) tiver descripto o ar-

co DAC , a resultante terá a posição CR' tangente ií cir-

cumferencia no ponto C, sendo então AC, CA' as direc-

ções, e sentidos das forças /', P'; quando D tiver des-

cripto uma clrcuinferencia inteira, isto é, vier a acliar-se

na j)osição primitiva D, a resultante actuará no sentido

RD, sendo então yJD , A'D os sentidos das forças P, P'.

Em geral qualquer posição de D determina só a direcção,

mas não o sentido da resultante.

11 O centro C de duas forças divergentes P, P' situa-
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tias em iim plano, deterniina-se pois polo encontro de duas

rectas AC, A'C, que partem dos centros das forças, fa-

zendo cada uma daquellas com a linha d'unirio desses cen-

tros um angulo igual ao que a outra força faz cora a re-

sultaute, pois é

. CAA'=CDA'; CA'A= CDA.

42. As rectas AC, A' C estão entre si na razão reci-

proca das forças P, P', puis que

AC: AC: : Sen Çá : Sen ^: : P': P.
•í 'L

Fste principio dá-nos outro modo de determinar o centro

C das forças P, P' sem dependência do conhecimento da
direcção de R. Com elfeito sobre a linha d'união (fig. 4)

AA' «los centros das forças como corda de«creva-se uma
circumftTfncia , cujo segmento AFA' corresponda a um an-

gulo inscripto igual ao que entre si fazem P, P' ; divida-se

AA' de modo que P: P': : A'E: AE
;

pelo meio i^ do ar-

co AI''A', e por E tire-se FE
,
que encontra em C a cir

ciimfereiícia; estt; ponto será o centro das forças, pois qu
sendo ACF'^^A'CF', teremos

AC: A'C: : AE : A'E: : P': P.

43. As construcçôes que temos indicado demonstrão a
analogia de posição do centro das forças divergentes com
a posição do centro das forças parallelas , e compreheudem,
como caso particular, a determinação deste ultimo centro-

44. Se tiverem resultante as forças P, P', etc. gy-
rantes e situadas em um plano, poder-se-ha substituir ás

duas forças P, P' a. sua resultante gvrando em torno do res-

pectivo centro; depois esta e a força P" equivalem a uma
€Ó força gyraiido em torno d'iim ponto determinado : conti-

nuando deste modo substituiremos ao systema dado a sua
resultante gyrando em' torno d'um ponto fixo, o qual é o
centro do systema. Nesta composição successiva se chegar-
jnos a obter uma resultante /?, igual

,
parallela , e contraria

á força seguinte do systema P^''\ faremos a composição
2.* SKKIE. T. III. P. I. 15

e
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de /?, com outra força, a respeito da qual se não dôcm es-

sas circuinstancias ; e so cilas íbrcm coininuiis a todas as for-

ças restantes, comporemos estas em uma só, que será em
grandeza um múltiplo de cada uma igual ao numero del-

ias, e cujo centro é o centro das forras jíarallflus
,
quo

ee compozcrão: esta resultante couipor-se-lia linalmento

com K^.

45. A existência e posição do centro de um systema
de forças gyrantes situadas em um plano podem também
deduzir- se da seguinte maneira.

Deconiponlião-se as forças dadas em relação a dous
eixos rectangulares, ou obliquos, e sujiponlianios primei-

ro que a resultante do systema j.a configuração, em que
se fez essa decomposição, não é parallela a nenhum dos ei-

xos ; as forças dadas /', P', P" etc. equivalem pois ds

forças gyrantes X, Y, X', Y', X", Y", ctc. ; ;is forças

A", X', etc. substilua-se a sua resultante X. gyrando em
torno do centro dessas forças parallelas, e ás forças Y, Y',

etc. substitua-se a sua resultante Y^ gyrando em torno do
respectivo centro : o systema dado liça pois substituído

por duas forças gyrantes X^ , Y^ que entre si fazern um
angulo igual ao dos eixos

,
que se adoptarão. Pelas con-

slrucções indicadas (§§. 41 , 42), substituiremos X^ , Y^

por uma só força gyrando sobre o respectivo centro. Se a

resultante do systema i;a conliguraçào em que se fez a
decomposição das forças dadas fosse jiarallcla a um dos
eixos coordenados, isto é, se por exemplo fosse A""^ =0, o
systema reduzia-se em geral á força gyranle 1^ , e a uni

binário gyranto A',, , — ^,i ' cujas forças serião as resul-

tantes doa dous grupos de componentes positivas, e nega-
tivas das forças P, P' etc. em relação ao eixo dos x,
tendo essas resultantes por centros os dos respectivos gru-

pos. O binário gyrante poderia deslocar-se no sea plano

até que um dos centros das suas forças coincidisse com o
Centro de Y^ ; as forças applicadas a este ponto reduzir-

se-hiào a uma só, e por conseguinte o systema dado equi-

valeria a duas forças gyrantes não parallelas , como no ca-

so precedente, isto é, a uma só furça gyrante.

Se fossem simultaneamente A',= o, Y^= o, o syste-

ma dado não teria resultante, mas reduzir-se-bia a dous bi-

nários gyrantes. Transformando-os em outros dous binários

gyrantes de braços iguaes , deslocando um delles até coiu-
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cidirom os ilous braços , e compoiítlo as forças applicadas

ao braço cominuin , teriauios o sysleina dado reduzido a um
só binário gyraiite.

46. Deuiotislrado que qualquer systema de forças gy-
rantes em um plano , e que é dotado de resultante, equiva-
le a uma sú força que gyra no centro do systema, é mui fá-

cil deduzir todos os princípios, que precedentemente tinha-

liios estabelecido por meio da analyse.

Com eífeito equivalendo o systema dado a uma força

R gyrando em torno do centro C, (tig. 5), se tomarmos O
para centro dos momentos, e fizermos OC= r, OCR=ít), se-

rá para qualquer configuração o momejito respectivo

M=Rr Sen uí (18)

M será zero para as duas configurações co^o, a)=I0O*, em
que a resultante passa pelo centro dos momentos ; será má-
ximo para u= 90°, ou R perpendicular á linha d'união dos
dous centros, e produzindo uma rotação directa; e final-

mente será mínimo para oi =270°, caso em que o mo-
mento 6 negativo; e teremos chamando +X o momento
máximo, ou minimo

±K^±Rr,

isto é, o momento máximo igual á resultante do syste-
ma multiplicada pela distancia do centro deste ao centro
dos momentos. Os momentos serão sempre nullos quando
esses dous centros coincidirem.

47. Se a directriz correspondente a M gyrar no senti-
do directo 90*, teremos o momento para a nova configu-
ração

N=Rr Sen (co—90°)=— A: Cos co (19),

Das equações (18), e (19) deduz-se

43. Se chamarmos 9 o angulo que a directriz de M [ai
com a directriz de K, em vez da equaçSo

lã »
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M=K Sen CO,

podemos empregar

iW=K Cos 9

,

que nos di um momento qualquer expresso pelo momento
máximo, e polo angulo das directrizes correspondentes a es-
ses dous momentos.

Vé-se pois que se para duas directrizes, que rão forem
contrarias direclaniente , tivermos 7W=o, scráÁ=o, isto

é, o centro dos momentos será o centro das forças.

49. Lm sjstema de forças gyrantes situadas em um pla-

no, e que tem resultante, pôde converler-se por uma infi-

nidade de modos diflerentcs em outro systema equivalente
de tluas forças gyrantes nesse plano. Cem efleito equiva-
lendo o systema dado a uma força R gyrando em torno de
vim centro, cujas coordenadas rectangulares sejão x^ , ij^, e
querendo substituil-o por duas forças gyrantes P, 1'' ap-
plicadas nos pontos x, y, x, y', se chamarmos 9 ,

ç' os ân-
gulos que R faz com essas forças, teremos que as equa-
çues (17), e as que indicão que R é resultante, são nes-
te caso

P (x Cos ç+ y Sen ç.) + P' {x' Cos ?>'-{- y' Sen 9') =i?.r,;

P (— X Sen 9 + y Cos 9) -h P' (—x' Sen 9'+ y ' Cos 9')= Ry^

;

P Cos 9 + P' Cos q,'=R;

P Sen 9-1- P' Sen 9'= ©:

logo das oito quantidades P, P', 9, <c', x
, y , x', y' qua-

tro podem ser tomadas arbitrariamente. Em geral um sys-

tema de forças gyrando em um plano pode ser substituí-

do por outro systema gyranle de 11 forças, sendo arbitra-

rias 4 («— 1) das 4 n quantidades, que definem este ul-

timo.
.50. Se o systema gyrante dado iiSo tem resultante , as

forças dadas, menos uma, eciuivalem a uma força gyran-
do em torno do seu centro, a qual será igual em grande-
za , e contraria em sentido áquella força separada. O sys-
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tema equivale pois a um binário gyrante , o qual pode ser

Iraiisforiiiado no seu plano , ou n'outro parallelo, como dis-

semos (§ 23). Neste caso qualquer que seja o ponto que se

toma para centro dos momentos, chamando R cada uma
das for(^as do binário resultante, r o braço respectivo, <j o
angulo que essas duas linhas fazem entre si para uma da-

da coufiguraçào , será o momento correspondente

M^Rr Sen u.

Os momentos máximo , e minimo tento logar quando i?,

r forem perpendiculares , sendo no primeiro caso M positi-

vo , e no segundo negativo- M será nullo para as duas con-

íiguraçòes, em que as forças R se achão na direcçSo do bra-

ço r : nessas contlguraçòes dá-se o equilibrio do systema.

61. Designando por K o momento máximo, e por 9 o an-

gulo que a sua directriz faz com a directriz relativa ao mo-
mento M, deduziremos também da equação precedente

M=K Cos <p.

Esta equação d;í semelhantemente os momentos máxi-
mo , e minimo para 9= 0, e 9=180°, e as duas configu-

rações em que se verifica o equilibrio para 9=90*, e 9=270°.
52. Concluiremos também que se cm um systema de for-

ças gyrantes om um plano, sendo nulla a resultante, hou-
ver duas configurações nílo opposlas, nas quaes se dè o equi-

librio , isto é, seja ií/^0, haverá equilibrio em todas as

configurações.

53. Do que temos dito ultimamente, e do que se esta-

belecpo (§§ 9,20) , se conhece geralmente que dous syste-

mas de forças gyrantes em um plano, que tem, oudeixão de
ter resultante, serilo sempre equivalentes, se o forem em
duas configurações não oppostas.

54. Quando for dado um systema qualquer de forças gy-
rantes situadas em um plano, poderemos fazer a sua reduc-

ç5o pelo seguinte processo.

Cada força dada equivale a essa força gyrandouo cen-

tro dos momentos, e a um binário gyrante cujas forças sào a
força dada, e outra igual e contraria nquella, que applicá-

mos ao centro dos momentos : o systema dado equivale pois
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á sua resultante er^-rando no centro dos momentos, e ao
conjuiicto dos binários syrantes

,
que indicámos.

Tonienios uni destes POCP Q]g. ^i) ; adoptando um sys-

tema qualquer d'eixos OX , Oy situados no plano das rota-

ções, tiremos pelo centro C uma recta qualquer que encon-
tre os eixos nos pontos A, A' ; P gyrando em t' pode ser

substituída por duas forças parallelas p ,
p' cujos centros se-

rão A, A' ; logo o binário PVCP substitue-se por dons ou-
tros cujos braços Oyl , OA' coincidem com os eixos, e cujas

forças são parallelas a P. Faremos uma decomposição aná-

loga para os outros binários; depois transformando todos os

binários que tem os braços sobre OX , em outros que te-

jdião braços iguaes a OA, todas as forças destes binários

aj)plicadas em A, c O equivalem a duas forças iguaes, pa-

rallelas, e contrarias gyrando nesses pontos , isto é, tere-

mos um só binário com o braço OA: reduziremos igualmen-
te os binários, cujos braços existem sobre OV, a um só bi-

nário , cujo braço seja OA' ; as duas resultantes U, Q' ap-

plicadas a A, A' equivalem a uma só força li' gyrando
110 centro E d'aqueiroutras ; e do mesmo modo teremos
em O uma força igual, parallela , e contraria a. R'

;
por

conseguinte o systema dado equivale á sua resultante R
applicada no centro dos momentos, e ao binário gvrante

R ', OE.
55. Se o systema dado devesse gyrar de qualquer mo-

do no espaço , erão licitas todas as transformações que in-

dicámos, á excepção da ultima reducção dos dous binários

{Q^OA), {CL' , OA'^, pois que não seria licito substituil-

os pelo binário {R',OE): nesse caso tomando para directri-

zes os dous eixos OA' , OV , e outro perpendicular ao
seu plano

,
quando o plano X'OY' movei tivesse uma incli-

nação qualquer em relação ao plano fixo XOY, as forças Q,
Q' , e as suas contrarias ap|)licadas em O conservar-se-liião

parallelas ao plano movei A 'O y'; mas as forças G, W a«

penas existirião em um s<i plano, quando A''Oy' fosse paral-

lelo á recta AA' ; logo somente nas configurações corresj)on-

dentes a cada uma dessas posições do plano directriz haveria

centro para as ditas forças , e esse centro deixaria de existir

omA'Oy, sempre que este plano aio coincidisse comA''Oy'.
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SEGUNDA PARTE.

CONFIGURAÇÕES NO ESPAÇO.

Reducçáo e transformação dos systemas gyrantes
no espaço.

5C. Consideremos um systema de binários çyrantes no espa-

ço cujos braços scjão parallelos a uni plano dado, e cujas forças

sejão parallclas a outro; durante a rotação systeniatica suppon-
dolixo o primeiro plano, movei e directriz o segundo, os bra-

ços, e as forças conservão-so parallelos aos mesmos planos, e
quando estes se tornarem parallelos, os braços, e as forças

serCio parallelos a um só plano. Tomaremos pois esta situa-

ção do systema, para mais facilmente efioituar a reducção
dos binários dados. Transporlem-se parallelamente todos el-

les a esse plano único, que «^ o plano parallelo aos braços;

os extreujos de^lcs podem unir-se no centro dos momentos

^
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e fazendo passar por este dous eixos quaesqucr, podemos re-

duzir, (§ 55), OS binários jirujiostos a dous binários, que
tcnlião os braços situados sobro os eixos adoptados, podeii-

<lo acontecer que um destes binários resultantes se aniqui-

le , ou anil)os elles : iiesle uKimo caso o systema dado equi-

libra-se em todas as cuiiíiguraerics.

57. Assim como fizemos a rí-ducção tomando arbitraria-

mente a direc-ão dos braços dos binários resultantes, pode-
mos também adoj)lar arbitrariamente as direcções das for-

ças jios binários resultantes. Para isso tracein-se no ])lano

de reducção dous eixos quaesqucr lias direcções, que se per-

lende dar ;.s forças dos binários resultantes; cada força dos

binários dados decompõe-se em duas A', Y parallelas aos

eixos adoptados , e deverá ser

j:X=0; zY=o.

Separem-sc entre as forças A', A'', A'", etc. as que são positi-

vas, e as negativas ; sejão as sommas de cada um dos grupo."?

Xi

,

—Xi ; todas as forças parallelas ao eixo dos x equivalem
pur tanto a um binário cujas forças são A'^,— A'^ a|)piicaflas

r(íspectivamenle aos centros dos dous grupos do forças ])a-

rallelas; semelhantemente as forças Y, Y', Y" etc. equiva-

lem ao binário F, , — Y,, cujos centros são os dos dons gru-

pos correspondentes de forças parallelas; e temos assim re-

solvido o problema da maneira indicada.

58. Se um svstema do binários gyrantes se reduzir a

dous, ou mais binários gyrantes, cujos braços sejão parallelos,

poderão esses linalmente sor reduzidos a um só binário, cujo

braço será também paralielo aquelfoutros
; porque tomando

dous quaesqucr binários de braços parallelos, podemos trans-

portal-os de modo ([uc os braços coincidão em direcção; de-

pois transibrmar um delles, ou «nibos de maneira que os

braços coincidão t;imbcni em grandeza; e ultimamente com-
por as forças applicadas nos extremos do braço commuin.
Se os binários de braços parallelos tem as forças parallelas

a um plano commum, o binário resultante terá as forças pa-

rallelas ao mesmo plano.

59. Um systema de binários gyrantes, cujos braços te-

nliào direcções quaesqucr, mas cujas forças sejão todas pa-

rallelas, reduz-se a um só binário gyrante; para o que não
lemos mais que separar em dous grupos as forças positivas,
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c nPíjntivas dosystema, e substituir cada grupo pela sua

resultante gyraníío no respectivo centro.

€0. Um" systema de binários gyrantes , cujos braços se-

jfío. parallelos a um piano dado , e cujas forças tenhào uma
direcção qualquer no espaço, reduz-se em geral a dous bi-

nários gyrantes , cujos braços coincidem com dous eixos

quaesquer OX, ÓF situados em um plano parallelo aos bra-

ços dos binários dados (§ 56). As forças destes binários pc
derSo deixar de ser parallelas ao plano XOY.

61. Um systema de binários gyrantes, cujas forças sejão

parallelas a um jilano, c cujos braços tenhào direcções quaes-

quer no espaço, re<luz-se em geral a dous binários gyranles,

cujas forças s;1o parallelas a dous eixos quaesquer OX , OY
situados naquelle plano; para o que basta imitar o processo

indicado
(Jj

57). Os braços dos binários resultantes poderão

deixar de ser parallelos ao plano XOY.
fi2. Dous binários gyrantes situados em um plano , oit

cm planos diíTcrenlos , e cujos braços não sejão parallelos,

iiào podem transformar-so em outros dous, que tendo os

braços parallelos ás direcções primitivas , tcnhão as forças

v.m direcções diHercntes das primitivas.

Transportemse os braços dos dous grupos a um plano,

e fação-se coincidir os braços |iarallelos; depois transfor-

mem-sc os binários de moflo, que tenhão braços iguaesaquel-
les que os tem coincidentes', e supponhamos que então uni

iinico ponto é extremo commum dos braços. Km virtude

destas transformações um dos grupos terá as forças X , X'
applicatlas em ^1, A' (fig. 7) , e as o]ipostas em O, e o outro
grupo as forças Y, Y', e as correspondentes opposlas em O.
Decomponlia-se Y em duas forças uma das quaes seja igual

a.Y, ecoincidente comella; decomponha-se semelhantemen-
te Y' em relação a X', e faça-se também uma decomposi-
ção análoga para as forcas applicadas em O ; o systema
(O.-/, y), {0A\ Y') equivalerá ao systema {OA. X)

,

{OA', A') , e mais dous binários cujos braços são também
OA, OA' ; logo estes últimos devem sempre equilibrar-se

,

e por tanto tomando as forças de um delles cm sentido con-
trario, teremos dous binários equivalentes, cujos braços são
OA , OA' ; mas sendo isto impossível, (§ 21), segue-se que
cada um d>^sscs binários deve anniquilar-se de per si, isto é,

serà-j nullas as componentes que suppozemos lerem Y, Y'
em sentidos dillerentes de AT, AT': logo F, Y' nào podeia

2.* SERIE T. Jll. P. I. . J6 -
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fier diíTerentes em diiec«j3o de A', e X', e o mesmo acon-

tecer;í as forqas dos binários priniilivos , as quaes são respe-

clivainente parallelas a A', A', i', i'.

63. Dous binários gyrantcs situados em planos parallelos,

ou não parallelos , e em que nem os braços, nem as forças

pào parallelas, não podem equivaler a outros dous binários ,

cujas forças sojão rcspcctivanicntc parallelas ás dos primei-

ros, e cujos braços teuhào dirycções diversas das do primei-

ro grupo.
Transportem-se e reunâo-se os dous grupos como indi-

ca a (llg. 8), em que .//A', A'X', e as suas oj)postas applica-

das em O são as forças de um dos grupos, e BY, Bi ', e as

suas oppostas applicadas em O as forças do outro gruj)o

;

por liypotliese é V parailela a X, e 1' a X'. He YÍot em
grandeza dilVerente de X, pode o binário {OB , Y) trans-

formar-se , conservando a mesma direcção do braço , e da

força, de modo que tenhamos X=Y: supponliamos que
lambem se fez X'=Y' : tomando pois em sentido contra-

rio Y, Y', e as suas oppostas, teremos quatro binários que
pe equilibrão ; mas as forças ajjplicailas em O visivelmente

se equilibrão para todas as contiguraçues ; logo deverão

também equilibrar-se os binários (A', JB), {X', A'B')\ mas
este equilíbrio é impossível , porque tomando em sentido

contrario as forças de um dos binários , teríamos dous biná-

rios eyrantes equivalentes, sem serem jíarallelas ledas as

forcas : logo deverão coincidir em direcção Oy/, e OB, OA',

e ÒB'.
G4. Dons binários gyrantes cujas forças, e cujos braços

não são parallelos, não podem reduzir-se nunca a um só bi-

nário gyrante.

Sejão OA, OA' (llg. 9) os braços dos binários dados;

X , X', e as suas oppottas applicadas em O as forças corre-

spondentes; (OB, Y) o binário e(|uivalente ííquelles dous, e

cujo braço supporemos primeiro não coincidir nem com
OA, nem com OA'. Por B tire-se uma recta qualquer CBC
que encontra em C, C" as direcções OA, OA' ; decompo-

nha-se y em duas forças Y', Y", cujos centros sejão C, C\
e imaginando a força — Y applicada em O decomposta se-

ITicIliantemente, teríamos os binários {OA, X), (OA', X')

equivalentes aos binários {OC, Y') ,
{OC, Y"), o que é

impossível, (§ tí?,) , não sendo X, X'' parallelas a Y : logo o

binário {OB , Y) uãg pôde equivaler aos outros dous bi-



DAS SCIENCIAS DE LISBOA; 97

narios datlos. Se poróm OB coincidisse com OÂ , tomando
em sentido contrario as forças Y , haveria equilíbrio entro

esse binário, e os dous binários dados; mas os dous quo
tem o braço commiim OA reduzem-se a um só; logo have-
ria equilibrio entre dous binários, cujos braços são OA

,

OA' , o que tí impossível.

CO. Se dous binários gyrantes cujos braços , e cujas

forças não sejão parallelas , equivalerem a outros dous bi-

n.irios cujos braços, e cujas forças sejào respectivamente
parallelas aos do primeiro grupo , serSo iguaes os produ-
ctos de cada um de dous braços parallelos multiplicado

por uma das forças correspontlentes.

Porque transportando os binários de maneira que coin-

cidão em direcção os braços parallelos ; depois transfor-

mando-os de modo que esses braços coincidão também era
grande/a; sendo A, A' os braços conimuns; X, X' as
forças correspondentes a um grupo; Y, Y' as correspon-
tlentes ao outro; se não forem A'= F, X'= Y', decompo-
remos Y, Y' em forças respectivamente parallelas, no
mesmo sentido, e iguaes a A", A'"', e em outras Y— A",

Y'— A^', e deverão equílihrar-se os binários {A, Y— A'),

(^', Yi— A'), o que sendo impossível, por não serem pa-
rallelos A, A', segue-se que A'= F, A"= F', e ^A'=^F,
^'A''= ^'F'; e como para transformar o binário (a, P, ç)
em outro equivalente (a', P',

<f') , (§ 21), se deve ter ai*
'='a^P', além das outras condições indicadas , segue-se
que nos binários propostos erão iguaes os productos de
cada um de dous braços parallelos multiplicado pela força
correspondente.

66. Os princípios consignados nos §§ precedentes redu-
7em-se a que, se tivermos dous binários (a, P)

,
(a\ P')

de braços, e forças não parallelas, não podemos fazer a
transformação em outro systema (b, Q.J , (b\ Q'J, deixan-
do de verilicar-se apenas uma só das duas condições com-
plexas

a, b , e a', b' parallelos

;

P, Q, e P', Q', parallelas;

da verificação de uma delias conclue-se a outra, e ter-se-
ha lambem

aP= bQ, a'P'^b'Q',
16 •
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advertindo sempre que asforras parallelas P, Q, e P', Q'de-
vein ler um sejilido syinelricu em rela<jão aos extremos cor-

respondentes dos braços j)arallelos.

67. *Se um grupo de dous binários gyranles de braços, e
)tor<^as Jião paraiiolas , equivaler a outro grupo de dous bi-

nários , os dous planos que respectivamente forem paralle-

los aos dous braços , e ás forças do primeiro grupo , serão

também respectivamente parallelos aos braços, e ás forças do
segundo grupo.

Em j)riineiro Jogar 6 forçoso que no segundo grupo

nem os braços . nem as forças dos binários scjâo parallelas

,

aliás esse grupo reduzir se-hia a um só binário gyrante e-

quivalente ao primeiro grupo, o que é inadmissível (§ 64).

Supponhamos ])ois que os braços de cada um dos dous

grupos se reunirão por quaesquer dos extremos; imagine-se

que se passou para uma con figuração em que as forças do
primeiro grupo existem no plano dos seus braços; neste pla-

no tomem-sc dous ejxcs quaesquer directrizes OX, OY , &
perpendicularmente a eiles oulro eixo directriz OZ. Fação-

se rotar os dous grupos de binários sobre OZ, alé se chegar

a uma configuração, em que haja equilíbrio no primeiro gru-

po , o mesmo acontecerá no segundo. Ora quando dons bi-

nários de forças, e braços não parallelos estão em equilíbrio,

é forçoso que o plano parallelo ás direcções das forças seja

parallelo ao plano das direcç.ues dos braços, porque do con-

trario, os dous eixos dos binários farião entre si um angulo

diflerente de o", ou 180": Jogo na configuração que conside-

rámos as forças do segundo grupo existem no plano dos seus

braços: se, partitido dessa configuração, fizermos rotar os

dous grupos 180" sobre OZ , haverá de novo equilíbrio no

primeiro grupo, e por conseguinte no segundo, e as forças

deste achar-se-hão taaibem situadas no plano dos respecti-

vos braços. Logo se tomarmos um plano directriz parallelo

ás forças do segundo grupo, este plano nas duas configura-

ções terá a mesma direcção no espaço ; mas pela geometria

é fácil de ver, que essa circumstancia somente se verificará

em dous casos, ou quando o plano for perpendicular, ou pa-

rallelo ao eixo dos Z. A ultima hypolhese é inadmissível,

poisque como as forças do segundo grupo devem^ ser op-

postas nas duas configurações que considerámos, (§ 26) ,^a

geometria elementar nos indica também, que eilas seriSo

parallelas ao plano XOT, e pgr çoLseguiute parallelas entre
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si , o que nâo é verdade. Logo só podemos adoptar a hypo-

tliese de que o plano directriz subsidiário é perpendicular a
OZ, isto ú, parallclo ao plano dos braços, e forcas do primei-

ro grupo; e como nas duas configurações, que tivemos em
tisla , lambem os braços do segundo grupo erão paraliclos

a esse plano subsidiário , terão Jogar em todas as conligu-

façfíes as condições de equivalência
,
que pretendiamos de-

monstrar.

«8. Reconhecido que para haver equivalência entre dous
grupos de dous binários gj^rantes irreduziveis, é forçoso que
os braços dos dous gtupos sejão parallelos a um plano, e
(odas as forças parallelas a oulro plano, segue-se que Io-

das as lransrormaçO)es que se podem fazer n'um grupo de
dous binários irreduziveis , sito as que resultão de todas as

direcròcs que se podem dar ás respectivas forças paralle-

lamente a dous eixos OX, OY situados no ultimo plano, e
inoveis nclle para as diversas transformações

,
pois que fi-

xada a direcção desses eixos, ficSo também tixadas as di-

recções dos braços, e os momentos máximos (§ 6C).

Para indajíarmos pois todas as condições, que devem
regular esta transformação , e para generalizar um tanto

mais essa indagação , supponhamos que os dous binários

dados equivalem a um systcma qualquer de binários, cu-

jos braços sejilo todos parallelos a um plano , e as forças

parallelas a outro plano. Tome-se este ultimo por dire-

clriz, e passo se para uma configuração em que osdous pla-

nos sejão p.irallolos. Nesta configuração transportem-se to-

dos os binários para o plano directriz, no qual tracenios

dous eixos rectangulares OX, OY (fig. lo), e decompo-
nhamos as forças dadas ])arallelamente a esses eixos ; te-

remos que o gystema dado equivale a dous binários gv-
rantes de forças respectivamente parallelas aos eixos. Sup-
poremos sempre que nestas transformações as forças ne-
gativas de cada binário se achão applicadas na origem O.
Se os eixos gyrarem em torno da origem, e suppondo quti

para cada uma «las suas posições se fez nova decomposi-
ção das forças da,das parallclamcnte a essas direcções dos
eixos, os braços Om, Om' gyrarão também continuamente,
visto que não c possivel

, (§ 6tí) , que para diversas posi-

ções dos eixos OX, OY, isto é, diversas direcções das for-

ças A' , y, as direcções Om, Om! não mudem.
Se os eixos OX, OK rolarem directamente 90° (fig. Io
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líis) , a decomposição tias forças parallelaiuente aos nlxos

dá componentes totacs respectivamente iguaes , e paralle-

]as ás da (fig. lo); os centros de cada grupo de forças pa-

ralisias não mudão; o que mudou unicamente é a deno-
minação das forças X,, y,, e a dos braços respectivos; vê-

se pois que rolando os eixos directamente 90", Om, Om' ro-

larão também directamente, Om (fig. lo) a quantidade an-

gular mOtn' , e Otnf o angulo 180°

—

mOm'.
Vêr-se-ha semelhantemente querotando os eixos directa-

mente 180°, cada um dos braços Om, Om' descreve também
directamente um angulo de 180°: logo os eixos, e os bra-

ços conipletão simultaneamente uma revolução de 360° no
sentido directo. Nas figuras 10, elO bis supposemos que se

passa de Om para Om' por meio de uma rotação direc-

ta <^180°; se porem acontecer o contrario, então uma ro-

tação directa nos eixos moveis OX, OY produzirá unia ro-

tação inversa nos braços Om , Om', o que se recoidiecerá

por um modo análogo ao que empregámos na outra liypo-

these. A's duas espécies de systemas de dous binários

,

que lemos considerado , chamaremos pela sua ordem sys-

tema directo , e systema inverso. De um delles passa-s©

para o outro fazendo rolar o systema directriz OXYZ de
modo que OZ tome uma posição opposta á primitiva.

69. Isto supposto imaginemos duas posições dos eixos

rectangulares OX, OY, OX', OY', ás quaes correspondem
os braços Om , Om', Om, Om', e as forças respectivas X^ ,

Yi, X^, Yi (fig. 11). Designando os braços Om, Om', Om,

Om' por m, m', ?», tn' ; os ângulos, que elles fiírmSo com os

eixos por mX, mY, m'X, m'Y ctc. ; sendo X, Y, X', Y',

X", Y", ele. as componentes das forças do systema em
relação aos eixos OX, OY; x, y, x', y' , ele. as coorde-

nadas dos centros respectivos; X, Y, X', Y', X", Y"

,

ele. as componentes em relação ao systema X'OY'; x , ij

,

a:', y', ele. as coordenadas respectivas; é fácil de reconhe-

cer, que a grandeza dos momentos máximos mX^ = ^,r
ni'Y,= B,, mXi=A' , m'Y,=B' , e os ângulos qu» os bra-
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cos m , tn', m, m' fazem com os dous ebcos OX, OX' são

dados , no systema directo , ou no inverso ,
pelas formulas

^,= v/j:' iJf+i'yAr,- 2^,= ^/i;= ly+ s^j^y (20)

CosmXz^ZxX: y/T^7T+I^^; SenmX=-LyX: ^X' xX+l^^yX. . .(Zl)

Co»m'X=TxY: y/t* x¥+ -z^;/Y: Senm>X=Syy: -JZ-xy+ X^yY. . .(,ii)

'''^y X^'xX+Z'-yX ; n<=y Z^xY+X'i/Y. (25)

CosmX'=z'xX: Y Z*xX-\-t*yX;SenmX'=ZyX: y S^iJf+L^yX .(S4)

Cosm'X'=z'xY: y X^^xY-^fyY ; Senm!X'z=z'yY: V X-xY-\-Z-yY..{i5\

O systema directo distinguir-se-ha analyticamente do inver-

so conforme for positivo, ou negativo Sen (_m'X— mX)='
{xyY X xX— X xV x yX) : ^i,Iii, isto é , conforme tivermos

i yY X xX— X xY X yX'\. o : consideraremos posteriormen-

te o caso em que esta funcçào se aniquila.

70. Chamemos a o angulo contado no sentido directo de
OX até OX', teremos em qualquer desses dous systemas

Cos niA''==:Cos {mX'+a) =Cos a Cos mX'—Seu aSenmAT';

Cos »n'A'=Cos (m'Ar'-t- a) =Cos a Cos m'A:'—Sen a Sen m'X' ;

donde e das formulas (23, 24, 25) concluiremos

A ' Cos niX= Cos a x xX— Sen a x yX. (26)

B' Cos m':y=Cos a x xF— Sen a x yY. (27)

Ora pelas formulas de transformação de coordenadas , e da9
fort^as em relação a diversos systemas d'eixps rectangula-
res ó
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a:= x Cos « -f- y Sen a ; A'=X Cos a 4- F Sen a
;

y=— ar Sen a -t- 3/ Cos a j Y^—XSen a-f- F Cos a;

logo

£ íÍr=Cos* ai; iX+Sen a CosaTyX+SenaCosaTxY+Scn-aTi/Y. . . (28)

S^À'=— SenaCosaSx.y+Cos^ar^A''— Sen^aZxF+SenoCosaS^F. . .(29)

X xYr=— Sen a Cos a 2 xX— Sen' a XjíX+Cos' ol xT+Sen a Cos a S^F. . . (30)

2^F=Sen=o r iX— Sen a CosaXyZ— Sena Co3a5;a:F+ Cos' aryF. . . (íl)

substituindo estes valores nas equações (26, 27), e feitas as

devidas reducções , acharemos

A' Cos mX= Cos a r xX-h Sen a z xF. (.32)

B' Cos w'Z'=— Sen a s a;A"+Cos a r xF. (33)

Semelhantemente obteremos

yí' Sen mX—A^ Sen (mA''+a)= Cos a Z ^Ar+ Sen aZ xX. (S4)

J' Sen m'X=B' Sen (m'A''+a)= Cos a S^-F+Sen aX xY. (H)

e fazendo as substituições , c reducções convenientes

A' Sen ínA^=Cos a z t/X-{-Sen a z yY. (3&)

B' Sen m'A'=— Sen a z yX-h Cos a z yF f^l)

As equações (32, 33, 36 , 37) obter-se-hião mais facilmento

pelo seguinte processo. As formulas (26, 27, 34, 35), tendo

em vista as equações

x= x Cos a— y Sen a, y= x Sen a-\-y Cos a,
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transformíío-se immediatamente em

(38).'

Á' Cos mX=i: xX; B' Cos m'X=i: orF")

A' Sen mX=j: yX; B' Sen m'X=z yYJ

Fstas ultimas equações também se deduzirião directamente

fior considerações análogas ás que nos servirão j)ara estabe-

ccer as equações (21 , 22 , 24 , 25). Das equações (38) de-

duziremos finalmente as formulas (32 , 33 , 3G, 37) por meio
das relações

X=X Cosa-hY Sen a ; Y=— X Sen a -t- F Cos a.

Combinando as equações (32 , 33) , e depois as equações
(3(j , 37) , obteremos

A" Cos» mX-^B'' Cos» m'X=^' xX-h^' xY

A'"" Sen» rnÃ'4- jB'» Sen» m'.Y= s» yXH-s» yY
l (39).

Se multiplicarmos entre si as equações (32 , 36) , e do mes-
mo modo as equações (33, 37), teremos sommando ordena-
tlamente os resultados, e reduzindo

A'^ Sen mA^Cos mX+^'= Sen miXCosm'X=YxXZyX-\-XxYTyY. . .{iO).

Suppondo agora que permanecem fixos os eixos OX, OY, o
que os eixos 0X\ OY' rotão positivamente até completa-
rem uma circumferencia na sua rotação ; se considerarmos
que A' , B', ni, m' são sempre as quantidades que analoga-

mente correspondem a cada posição dosystema movelJ^fOF,
Tcconhece-se que os primeiros membros das equações (39 ,

40) conservão uma grandeza invariável. Suppondo por tanto
que A', B' são linhas sempre tomadas nas direcções dos
braços m,tn', conciuir-se-ha

, que tomando os eixos OX, OY
na direcção dos semieixos A, B (sendo -<4><;= J5) de uma
ellipse cujo centro seja O, e cujos diâmetros conjugados se-
jão A', B', leremos, chamando «, «' os ângulos que A', B'
fazem com OX

2.* SERIE T. IH. p. I. .17



H MEMORIAS DA ACADEMIA REAL

^"Cos' «4-jB" Cos' <.'=^^

A" Sen' a+B" Sen' "^B^y (41)-

A" Sen . Cos « 4- i? " Sen .' Cos »'= o^

Como os valores dos primeiros membros não mwdão para
qualquer rotação do systenia movei X'OY', e como rotando
este 360°, A', B' devem também continuamente ter de-
scripto uma circumferencia, conclue-se que todas as trans-

formações de um grupo de dous binários gyrantes, que e-
quivalem a um systema de binários situados em planos pa-
rallelos, obtem-se dando aos braços m, m' todas as direcções

combinadas que representa© os semidiametros conjugados
de uma ellipse , e dando aos momentos máximos A'=mXi^

B'^=^m'Yi a grandeza correspondente aos ditos semidiame-

tros. Esta ellipse, que denominaremos ellipse de reducção^
fica determinada logo que , fazendo a decomposiçílo das for-

ças relativamente a um systema d'eixos OX', OY', obtiver-

mos as linhas A', B', e os airgulos que ellas formão com
o eixo OX', o que é dado pelas formulas (iS, 24, 25). Se
conhecêssemos só A', B', e o angulo co rotação directa de
A' até B', a ultima das equações (41), que se transforma eia

A" Sen 2 a-h-B" Sen (2 a-t-2 w) = 0,

dar-nos-hia
—B* Sen 2 u

tg:2 a— —,_^^,, (3^^^-^,

donde se deduzem para a. quatro valores x, , «,-*-90*, «/-Hl 80",

B^ -1-270°, que correspondem ás quatro direcções dos semiei-

xos. Qualquer destes valores que se adopte dará evidente-

mente a mesma grandeza, e direcção para os eixos 2A , 2B.
71. Para defmir completamente as transformações, que

soflVe um grupo de dous binários gyrantes resultantes de um
systema de binários parallelos a um plano dado, resta-nog

unicamente indicar a variação , que experimentão as direc-

ções dos braços m, m> em relação á variação de direcção
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das forças A' , V, , isto ú , em virtude da rotação do syste-

maA-OF'.'
Sejão ainda Om, Om' (fig. 11) os braços correspondentes

a doiíssemiiliametros conjugados daellipse dereducção; XOV
a posição respectiva dos eixos moveis ; Om , Om', A OY'.

oulra posição qualquer dos braços, e eixos coordenados re-

si)ectivos. ,

Quadrando e sommando as equações (32, 36), e proce-

dendo semelhantemente com as equações (33, 37), obtere-

mos

^»=Cos' a (S»xXfr»yA') +Sen' a (E' xF+£' j( Y) +S Sen a Cos o (IxXz xY+XyX^yY);

B"=Sen»a (£' XJf+E' y.V) +Cos' a (£' i r+E»y V)—2 Sen a Cos a (r iXr I y+S yZ i: yy ) ;

isto é, se suppozermos que oS diâmetros 2^4, , 2B não
sào os eixos, teremos pelas formulas (20, 21 , 22)

J''=A* Cos= a-fJ?,* Sen» a+2 ^,5, Sen a Cos a Cos {m'X—mX);

• B'-=A^ Sen» a-^B,- Cos» a— ^J^B, Sen a Cos a Cos (m'X—mX);

OU , chamando co o angulo que entre si fazem os semidia-
mctros yJ^ , Bi

A'*=A;' Cos' a-^B^ Sen' a+ 2 A,B, Sen a Cos a Cos cú;

JS''=^,' Sen' a-^B,^ Cos' a— 2 ^,2?, Sen a Cos a Cos co.

Mas se para maior simplicidade da relação que preten-
demos determinar, suppozermos que A^ , B, sào os se-
luicixos A, B, as equações precedentes reduzem-se a

A"=A'' Cos' a-+-J3' Sen' a)
> (42).

B"=A* Sen' a+ i?' Cos' aj

Ora sendo «, a' os ângulos que A\ B' fazem com A te-
mos , como é sabido

17 *



80 MEMORIAS DA ACADEMIA PxEAL

A'B--

B"=

A' fcen^ a -i-B' Cva"

A'B'
(43).

^" Seu" »-hIi' Cos' «I

Das equações (42) deduz-sc facilmente

_^2 _^'il ^12
Sen' o= —5

—

—i^ ; Cos° a=
ui Jí

B'

ji
f jg'

Sen' a= —^ jj- ; Cos' a=

^' —B"

A'^B"
A'— Ji'

(44)

formulas que nos dão a rotação a dos eixos OX', OY
expressa nas grandezas dos semidiametros conjugados , e

<ios semieixos. E' fácil de perceber a ambiguidade
,
que

deve subsistir na determinação do angulo a, uma vez que

só sejão conhecidas as grandezas dos eixos , e diâmetros

conjugados.
Semelhantemente deduziremos as rotações « , a' dos

braços m , vi em relação ao braço correspondente ao se-

mieixo A, empregando as formulas (43) ,
que nos darão

Sen' « =

Cos' ^'=

i?'
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Sfi for directo o systema dos dous binários resultantes , o3
ângulos a , <* crescerão continuamente desde o ponto em
<juo A', lí ' coincidem com A, B, e em que é a= a=o;
segue-se pois que Sen a, Sen «, e Cos a, Cos a devem
correspondentemente ter o mesmo signal : lambem desde
que tt >• o , sendo tt'>90, em quanto l'or a<^í)0, teremos

(§ tiO) «'<[180°; logo Cos a, e Sen a.' devem também ter

o mesmo signal; vé-se também que, nestas hypolheses, Sena,
e Cos a' deverão ter diflerentes signaes. Se porém o
systema dos dous binários for inverso, reconhece-se por
iim modo análogo, ein virtude do (§ 60), que apenas
Cos a, Cos cí devem tomar-se com o mesmo signal : logo das
equações (46) concluem-se as seguintes formulas, nasquaes
o superior dos signaes ambiguos corresponde ao systema
directo , e o inferior ao systema inverso

+ Sen a= n Sen »

A'
Cos a= -7 Cos aA

-Sen a= ~j- Cos«iA

(47)

+ Cos a-
B'
B Sen<

J

formnlas que nos dito a rotação a dos eixos OX', OY', por

meio da rotaçSo a , ou a' de cada um dos braços dos dous
binários , ou reciprocamente.

Das equações (47) concluiremos

±t?«=^- tg -; TCot a=^ tg (48)

formnlas que representno mui simplesmente a relação entre a
rotação do systemu d'eixos X'OV', e as rotações dos bra-

ços Om , Omt dos l)inarios. A ambiguidade dos valores de

o dados pela tangente, ou pela cotangente desapparece,
advertindo, que uo systema directo a, u saio do mesmo qua-
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drante, e «i do quadrante seguinte a a; e que no systema
inverso a correspondência de a, « é inteiramente a nies-

nia unia vez que mudemos o signal de a.

Das equações (48) se concíue

fe==-^g'« (49)

relação notável por ser independente dos semieixos A, B.
Tl. As equações (-18) podem ser representadas por uma

construcção geométrica muito simples. 8eja^iliM' (fig. 12)

a ellipse de reducção; sobre o eixo ^45 correspondente a
A descreva-se um circulo ANN'

; para qualquer rotação dos
eixos moveis sejão designadas as direcções dos semidiame-
tros que representão os braços dos binários pelas cordas

supplenientares BM , AM: no systema directo suppor-se-ha
que X, corresponde á direcção ÉM, e F^ á direcção A3I: o
contrario terá logar no systema inverso.

Suppondo iViV' perpendicular a AB , teremos no sys-

tema directo

«S «= -^ tg « =^ tg MBP= ts NBP:

Cot a=—^ ig «'= ^ tg MJP= ts NJP= Cot NBP, logo a=NBPl

Vê-se pois que gyrando N no sentido directo na circum-
ferencia ANBN', e indicando NBA a rotação directa dos
eixos moveis em relação á jiosição que elles tomão quando
o braço m tem a direcção OA, o ponto correspondente M
na ellipse indicanl as direcções respectivas B3f, AM dos
braços m , ni'.

E' fácil de demonstrar por um modo análogo, que quan-
do o systema for inverso, serão correspondentemente BM,
MA as direcções dos braços w, ííí' relativas á rotação in-

versa ABN' do eixo OA''.

73. Podemos também exprimir a rotação a por meio
do angulo « dos diâmetros conjugados, e pela grandeza
dos eixos. Para isso deduziremos das equações (48) , sup-

pondo directo o .systema dos binários resultantes,
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— Cot a=Tj tg («+ «)= -jj- .
; ; = ~Q 2?

= 4ji£,^+iíli£^, donde

— ^B Cot a-h£» tg ^==AB tg aH-^* tg «,

que se reduz a

tg' «+ ^^^^ tg .tga+ l=0 (50).

Esta equação visivelmente dá quatro valores para a, que
serão a, ,

90°

—

a^ , a-t- 180°, 270°— a,. Como em uma el-

lipsc qualquer ha sempre dous systemas de diâmetros con-
jugados, que entre si fazem um angulo dado, e como era

cada um desses systemas se podem tomar os braços ni , m'

em sentidos oppostos, teremos representadas as quatro so-

luções , a que correspondem os valores de a dados pela e-

quação (50), advertindo que essa equação tem logar sem
alteração para o systema inverso, porquanto, pelas equa-
ções (48), passa-se de um dos systemas para o outro mu-
dando a, Cl) em

—

n, — u.

74. A equação (5o) pôde exprimir-se por meio dos se-

midiametros A', B' attendendo ás relações

A'+B'=A"+B''; AB= A'B' Sen.;

das quaes se deduz

Jogo (50) muda-se ena

, , . \/A"*-hB'*-^-2 A" B'^ Cos' .
,Ig^ a+ V ^r^rc^^ tga+l = 0.

76. Oa resultados a que chegámos (§§ 70, 71) acerca daá
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coiicliçõcs qiic roiiiilào a (raiisfoniiação de dous binários gy-
rantes , cujos braros nau são j)aralielos

,
podem obLer-se fa-

cilmente j>cia seguinte con^trucçào.

Seja (Oní, XJ, (Oiti', Yj (Fig 13) um syslema directo

de deus binários, cujas for(;as são resj)cctivanieiite paralle-

]as aos eixos rectangulares ÒX , OY; supponJiauios que se

pretende transformar cs(e grupo em outro, no (piai os bra-

ços sejão perpendiculares entre si, bem como as forças.

Para mais facilidade dareducção, imagine-se que o sys-

lema dado passou para uma conliguração, na qual X^ , 1^

sejão parallelas a OA', OY direcções dos braços perpendi-
culares do segundo grupo. Por m , m' tire-se uma recta

que encontre em a, ò os eixos OX, OY: se esta recta

fosse parallela á um dos eixos, deveríamos previamente
transformar um dos binários dados em outro de diíTerente

braço, o que mudaria a direcção de mm'.
Dos pontos m, í/í' bai.\eni-se as jicrpendiculares p ,

/>'

sobre OY ; faça-se Oe= c; Oí'=e'; Oa= a; Ob^b; de-

componlia-se X, em duas forças parallelas Xj , A'/' appli-

cadas aos centros a , b ; semeliiantcmeiite substitua-se a Y^

as forças Y/ , F/' apj)licadas aos mesmos centros ; e fa-

zendo uma decomposição análoga para' as forças applicadaa

n O , o systeina dado achar-se-ha substituído por quatro

hinários gyrantcs com os braços applicados dous a dous so-

bre os eixos OX, OY, e teremos

VI P V-' . v" ^ y

.(51)

V' P' V • Y"^ ^ V'" a ^1 ' '' b '

Compondo Xj, Yj, e do mesmo modo X/', Y", e reunindo

semellianltMnente as forças correspondentes no centro O, os

binários dados ticào transíbrniados em outros dous (Oa, X),
(^Ob , Y) , cujos braços sào perpendiculares.

Supponliamos agora, (|ue se pretende que as forças X,
Y formiMii entre si um determinado angulo; fazendo AaX
= <j), YbY= <p', teremos
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X; X,"— Y,' Y,"
~ pe A7—p'e' Y,' ^ ^

Se fizermos mOX=<t; ni'OX=<i' , teremos

p= m Cos a; e= m Sen a ;
/)':=— m' Cos a' ; e'= m' Sfill «' (iS)

e por conseguinte o ultimo valor {52) será

. YY *""* /'Sen «' Cos >— Sen a Cos <í'J X, Y,

m' AVtien « Cos a-i-//i" y,^ Seu »'Cos «'
*

ou fazendo mOm'=(a

I YY= mtn/_XYj_S,en a ., . .

^ «i' A-.^" Sen « Cos a -+- »i" F." Sen «' Cos -' "
"

'

'''

Sendo «'^«-t- «, vô-se que para qualquer posit^ão dos ei-

xos OX, OY , apenas varia tg XY j)ela variação
,
que no

seu denoniinador experimentar a. ; logo pode dar-se a tg XY
uma grandeza qualquer, com tanto que a formula (54) não
dé Sen 2» imaginário, poisque (54) nãodá nunca Sen^ 2 a^l.

Se pretendermos que seja XY = 90°, faremos

»n» A7 Sen . Cos a+ m" Y," Sen J Cos J=o. . . f55j.

Também em presença das equações f53 , 51^1, acharemos

n' X,' Cos* cL+m" )•,» Cos» «'==/)» ^,»+yí F,»=a'A7'+a= );«=a»,V . . . (56)

»« Ar,»Sen'«+m" 1',' Sen» ai=e« .Y,»+ci» Yt'=b' X,'"+(,' i\"'=l,'\'^. . .(57).

As equações (55, 5G , 57) mostrão que dando a A', B\ A,
B as grandezas, e direcções que indicámos (§§ 69 , 70), as
duas primeiras sào semidiametros conjugados da ellipse cu-
jos scmieixos são A, B.

76. Determinemos finalmente a ligação entre os ângulos
a , a', e a= AaX : teremos

tga=^;tg.=^;tg.-=-^,|;=4=|;,do.do

2.'SEBIE T. III P. I. 18
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_ X X/'_ X « « A .

*S^==fSr Y

Y y; Y b p' j3 ^ ^
Como também tínhamos achado (§ 71). Se tomarmos
pois outro systema de semidiameiros conjurigados A'\
Ji" na ellipse cujos semieixos são A, B, e na direc-
ção daquelles imaginarmos dous braços m , m' de dous

binários cujas forças X„ , Y,, sejão taes qiie tenhamos
m X^= A''; in' Y^= B", e dando-lhes direcções perpen-

diculares, e taes que o valor correspondente de a satisfa-

ça ás equações (58j, conciuir-se-ha que o grupo fm,X,iJ,
(m\ Y^J equivale a (a, Xj, (b, Y), e por conseguinte a

(m, Xj
,
(m', YJ : logo todos os grupos de dous binários

equivalentes devem satisfazer ás condições, que acabámos
de indicar, visto que dada uma posição dos eixos moveis
OX', OYi, aos quaes devão ser parallelas as forças de dous
binários , ficão desde logo determinados os seus momentos
n)aximos , e as direcções dos seus braços (§ 66).

Se o systema dos dous binários dados fosse inverso,

isto é, se supposessemos trocada aposição dos pontos m, m',

empregaríamos unia construcção, ededucção inteiramente a-

nalogas ao que jjrocede , vcrificando-sc as equações (55, 56,
67, 58) com a simples mudança de signal nos últimos mem-
bros de (58).

77. Analysarcmos actualmente alguns casos particulares

que pode ofierecer a rcducção de um systema de binários

gyrantes parallelos a um plano. Até aqui supposemos que
o systema dado equivalia a dous binários gyrantes de braços
não parallelos; vejamos porôm quando se reduz o systema
a um só binário , ou ao equilíbrio para todas as configura-

ções.

Teremos um só binário: 1.° Quando os braços dos dous
binários resultantes forem parallelos (§ 58): 2.° Quando ou
p braço, ou cada uma das forças de um delles forem zero.

Para exprimir analyticamente as condições destes casos, se-

jão j«, m' os braços dos dous binários; X^, Y, as forças cor-
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respondentes ; x
, y as coordenadas do centro das compo-

nentes positivas das forças dadas em relação ao eixo dos x

;

a' ,
y' as coordenadas do grupo correspondente de compo-

nentes negativas ; x , y i
x',y' as coordenadas dos centros re-

lativos ao eixo dos y ; os casos da reducção do systema da-

do a um só binário satisfazem por tanto a alguma das cinco

condições seguintes

a:-
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^ado, este deve sempre rediizir-se a um s<í binário. Também
seria fácil de reconhecer peias equações (28, 29, 30, 31),
que a condiçJo

X y X X y y

resulta de (69), combinando devidamente as fracções (69)
por meio de multipiicaç;lo dos seus termos por factores

jguaes para cada uuia, e pela somma dos numeradores, e

denominaiiores das iVacçõcs resultantes.

Igualmente se deduziria com facilidade, que mudando
a direcção dos eixos OX, OY, devem permanecer constan-

tes as direcções dos braços dos dous binários resultantes
,

ou do binário único a que elles se reduzem.
78. Para que o systema de binários dado produza o e-

quilibrio em todas as configurações, devem aniquilar-se

separadamente os dous binários resultantes, para o que de-

verá ser

(.r—xj X^^o Cy-y'J X=o; fx—xy Y=Q
; fij-y'J F=o,

isto é, leremos as quatro condições

s xX^^z xY=r. 2/X=s i/F=o (Go)

as quaes em presença das equações (28, 29, 30 , 31) dâo
j)ara qualquer oiitra posição dos eixos OX , OY

2 xX=z xy=T yX= V yY=Q.

As condições (.59, Co) subsistem do mesmo modo para um
systema d'êixos oblíquos.

79. Para c|ue a ellipse de reducção se converta em um
circulo deveremos ter

A'=B' ; B'OX—A'OX^±^0\

isto é, pelas formulas (23, 24, 25), omittindo a notaçSo*
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i (61).

2 xX-£xY -+- Tt/Xz yY—o}

E como a ellipse de redacção é independente do systema

d'eixos que se adopta, verificadas as condições preceden-

tes, será lambem para outro systema d'eixos

z^xX-h z yX= x^orF-h z^yY;

z xX z xY-\- zyX X yY=Q.

80. Se tivermos um systema de forças gyrantes paral-

lelas a um plano, e cuja resultante seja nulla, e se as

docoMiposermos em relação a dous eixos rectangulares si-

tuados nesse plano , o sj stema ficará em geral reduzido a
dous binários de forças parallelas ao mesmo plano , e cu-

jos braços podem ler uma direcção qualquer no espaço.

Se ao systema dado equivaler cada um de dous grupos de

dous binários gyrantes (m, X^ ) ,
(m! , YJ , e (m, XJ ,

(m! , l'J, as forças X, , Y^, X^ , Y^ serão parallelas ao pla-

no a que sào parallelas as forças dadas , e os braços m , m',

f»i , m serão todos parallelos a um só plano (§ 67). Todos os

grupos de dous binários equivalentes ao systema dado lerão

Íiois entre si a ligação dada pela ellipse da reducção, e pe-

as equações (48) , visto que a[)e7.ar de ser diflerente o plano

parallelo ás forças X^, Y,, X^, Y^ do plano parallelo aos res-

pectivos braços, o angulo vg. deX , e A'^ não muda quando

se passa da configuração que se considera, para outra em
que o plano parallelo ás forças .X), F, , X,, F, coincida em

direcção com o plano parallelo aos braços m , m' , m , m'

,

c neste caso tem logar como rimos as equações (48).

01. Procedendo por um modo análogo ao que empregá-
mos (§ 77), reconliecer-se-ha facilmente, que as condições

necessárias , c sullicieutcs para que um systema de forças
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parallelas a um plano , e que não tem resultante , se redu-

za a um só binário gjrante , são as seguintes , cm que se

adopta um systema qualquer de eixos rectangulares, ou oblí-

quos OX , OY , OZ , sendo os dous primeiros situados n'um
piano parallelo á direcçíío das forças do systema dado na

contiguraçào que se considera
,

j)lauo que por conseguinte

poderi ter uma direcção qualquer uo espaço

X xX z yX -z z X , n\

T^^~ xyY^ xz r ^ -'•

82. Para que o systema dado se equilibre em todas aS

configurações deverão verificar-se as seis condições

z xX= i:xY= zyX=Z7:yY=z xzX~ xzY—Q (63).

83. Fazendo a reducção das forcas dadas relativamente a

tim systema determinado d'eixos rectangulares , serão as

grandezas «i , m' dos braços dos dous binários resultantes

dadas pelas equações

m= V {x—x'J''+ (y—y'J-+ (z—z/= ^ :^-'-
• • • • ' • u\f

\/^'xY^T'yY-^-^'zy
ni'=v r^-^-'/-i- (y-y'/-^ r--^'/= v^ ---^

^
j

e por conseguinte os seraidiametros A', B' correspondentes

na ellipse de reducção serão expressos por

A'= \J x^ xX-\- t" yX+ x^zX)
(G4).

B'= \/ x^ xY-\- s=í/r-f- x''zY.]

Os ângulos que m , »aí' fazem com os três eixos são dados

pelas equações

Cos mX= X xX : A' ; Cos ni'X= x xY : B'-

Cos mY=^x yX : A'; Cos m!Y=xyY : B'\..,. (65)

Cosm2=xzX: A'; Cos m'Z= z zY : B'}



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. 107

e por conspgiiinte o angulo que entre si formão m , m' é da-

do pela equação

^ , j: xX i:xY-^ xyXTyY+ tzXtzY , .

Cos mm'=i — f ——^rmrzmzz^— • (.66 J

\/z'-xX-^j:^yX-^x'zX \Jz'x Y-^z^y Y-^z'z

Y

Finalmente para que a ellipse de reducção se converta era

uni circulo , deveremos ter

£' .rA'4- i^yA'-*- l' zX= z" xY+ z^ yY + z

zxXxxY-^ zyX^yY+ zz

/Y+ z^zY^

XxzY=o}
(67).

84. Tanto no systcma de binários cujos braços , e forças

podem tomar-se todos parallelos a um só plano, como n'um
systenia qualquer de forças parallelas a um plano, e desti-

tuído do resultante
,
quando a ellipse de reducção se trans-

forma em um circulo as equações (48) mudão-se em

Hh tg a= tg » ; IjZ Cot a=— Cot » ;

isto 6, nas transformações de um systema em que se verifí-

cão as condições indicadas (67) ,
passando-se do grupo de

dous braços perpendiculares m , vi' dos dous binários resul-

tantes
, para outro grupo equivalente m, »a', a rotação que

experimentou cada um dos braços será igual em grandeza
íí rolação, que teve logar nas forças correspondentes. Es-
tas rotações são porém em sentidos contrários nos systemas
inversos.

85. Os principies expostos servir-nos-hão facilmente pa-

ra representar da maneira mais simples um systema qual-

quer de forças que gyrão no espaço, e que jior em quan-
to siipporemos terem uma resultante.

Km uma configuração qualquer adopte-se um systema
qualquer (Peixos coordenados , em que o eixo dos z te-

nha a direcção da resultante das forças dadas na confiírura-

«jSo que se considera. Decomponha-se cada uma das forças

parallelajnonte aos três eixos; todas as componentes Z, Z';

Z'\ ctc. tem como resultante a resultante li do systema ap-

plicada ao centro daquelias forcas paralleJas; as outcas com-
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poncntes X, X', etc, Y, Y', etc. reduzem-se em geral á
dous binários g)'rantes cujas forças são parallelas ao piano

xy. Se variar tle qualquer modo no espaço a direcçào do
pJano de rcducção xij , a grandeza de R não muda ; variará

porém contiiiuamenle a situação do seu centro , situação

que todavia é independente das direcções, que nesse pla-

no se derem aos eixos dos x, e y, suppondo sempre que R
bSo é parallela ao plano xy.

Desta decomposição , e reducção se conclue em ge-

ral
,
que uin systema qualquer de forças gyrantes ,

que
tem uma resultante , equivale a essa resultante gyrando no
respectivo centro , e a dous binários cujas forças são pa-

rallelas a um plano arbitrário não parallelo a R.
86. O systema pude também reduzir-se, em casos parti-

culares , a R gyrando no centro respectivo, e a um só bi-

nário, ou simplesmente a uma força gyrante R. As condi-

ções para a existência destes dous casos são as que indi-

cámos (62, 63): adiante demonstraremos que se qualquer

desses casos se verificar para a reducção das forças em re-

lação a um systema d'eixos OX , OY , OZ , terá logar j)a-

ra qualquer outro systema OX', OY', OZ. Além de infi-

nitas outras espécies de systcmas de forças, o primeiro ca-

so tem especialmente logar quando as forças dadas são pa-

rallelas a um plano , e o segundo quando as ditas forças

são parallelas enire si.

C7. Para qualquer configuração o centro da resultante

relativo a qualquer systema d'eixos de reducção, será da-

do pelas equações

O centro da resultante denomina-lo-hemos ceniro ão sysle-

tna quando o eixo dos z se toma perpendicular ao plano

xy. A posição do centro da resultante é fixa para todas as

configurações, sendo eixos directrizes os de reducção.

88. Como vimos no (§ 85) a posição do centro da re-

sultante depende só da direcção do plano de reducção xy y

e como esta direcção é fixada por dous ângulos 'vj/ , <? , as

equações (68) podem representar-se por

X,—F {\,, 9) ; 3/,= i-; {^ , <f); z,— F,i (4/ , ?) j
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conclue-se pois que o logar de todos os centros da resul-

taute ú cm geral uma superfície. Para deduzir a equaç3a

desta superfície, supponíiílmos que as equações (68) se

referem a um systeraa qualquer de eixos rectangulares, ou
oblíquos OX , OY, OZ; sejão x, y, z as coordenadas do

centro da resultante , suppondo que a decomposição das

forças se fez em relação a outro systema qualquer de ei-

xos coordenados OX', OY', OS", mas referindo aquellaa

coordenadas , e as dos centros das forças dadas aos eixos

CA', OY, OZ:, leremos

ar= -

ro-.-ó

K R

e como podemos suppor

teremos

Z=p X^p'Y'\-Z. (69)

x=p YxX , , txY
K +p' R

Txzy
R~\

==„±^+r>'^X-^-^^>

R
X ~A'

, I tzY z zZ= p-R--^p-Rr-^~ir-

.(70).

Os últimos termos destas equações desapparecem se a ori-

gem O for o centro da resultante correspondente aos eixos

OX, OY, OZ. Nessa hypothese se chamarmos z, z', etc. as

distancias perpendiculares dos centros de todas as forças da-
das a um ])lano

, que passando pelo centro O seja parallclo

aos braços dos dous binários
, que resuUão da decomposi-

ção das forças relativamente aos eixos OX, OY, OZ
,
(sup-

pondo por em quanto que esses binários se não reduzem a
um s6, ou ao equilibrio), e designando por a, a', a!' os

2.* SERIE T. Jll. p. I. 19
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cosenos dos ângulos
, que esses eixos fazem com a normal

áquelle plauo , teremos

z= ax+ a'y -¥ a"z
;

logo das equações (7o) conclue-se

ax 4- a'y + a."z=p 1^ 4- p' ~^;

mas evidentemente é

z 'zX=-£'s Y=0 (71)

logo finalmente

ax '^a'y + a'z==o (72)

isto é, o logar de todos os centros da resultante é um plano,

que passando pelo centro do systema , é parallclo ás direc-

ções dos braços dos dous binários resultantes corresponden-

tes ;í decomposição das forças dadas em relação aos eixos

OA', OY, OZ; ora como esse plano tem uma posição de-

terminada, e como é arbitrário aqnelle systema d'eixos,

conUanto j)orèm que seja constantemente OZ parallclo a/2,
conclue-se- forçosamente outra notável propriedade da re-

ducção das forças dadas relativamente a diíTerentes syste-

jnas d'eixos rectangulares , ou oblíquos , e é que todos os

braços dos binários resultantes são parallelos ao plano dos

centros da resultante.

Reciprocamente dado um systema de forças, que se

reduz a uma força gyrante , e a dous binários irreduziveis

,

podemos determinar a posição do plano dos eixos de reduc-

ção OA", OY' tal que o centro O' da resultante R venha a

ser collocado em qualquer ponto x , i/ , n do plano dos cen-

tros.

A equação do plano OX'Y' deduz-se facilmente da e-

quação (69), advertindo que qualquer força P applicada a

O tem por coordenadas do seu extremo cni relação aos ei-

xos OAl, OY, OZ as componentes X, Y , Z; e sq P exis-
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tir no plano OX'Y' será ^=o; logo a equação desse plano

Para determinar |?, /)' em relação a qualquer ponto x
^ y , a

do plano dos centros da resultante, recorreremos ás equações

(70) era que suppomos ainda

z xZ=x yZ=:z zZ^O.

Os valores Ae p ,
p' dados por duas quaesquer das equações

(70) satisfazeui á terceira, porque essas equações eslào su-

jeitas á condição (72) ; e alôm disso esses valores são de-

terminados tí possíveis, porque no systcma de forças dadas,

nào se reduzindo a um só os dous binários resultantes, nãa
j)odeni veriticar-se as condições (02) ,

que são também con-

dições anaivticas da indeterminação, ou impossibilidade do

p, p' dados pelas equações (70).

Sc porém no systcma ile forças dado os dous binários

resultantes se reduzem a um só, as condições (62), far-nos-

hão concluir das equações (70)

x= qy-, x= (^z;

isto ó, o locar dos centros da resultante será uma recta, a
qual é parallcla ao braço do binário único resultante, pois

que sondo agora parallelos os braços dos dous binários re-

sultantes, as condições (71), que no caso precedente cor-

resjiondião a um plano determinado, que era o plano dos
centros, são agora satisfeitas para qualquer plano parallelo

a esses dous braços , ou ao braço do binário único resul-

tante. E vé-se também neste caso
, que são parallelos to-

dos os braços dos binários resultante * correspondentes aos
diversos systcmas de eixos de reducção. Finalmente se

os dous binários resultantes se equilibrassem em todas as

configurações, as condições (63) reduzirião (70) a

x=ij=z=o,
10 •
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jslo V, daiião a iiinnobilidade do centro da resultante, o
qbe aliás é evidente.

09. As conclusões a que clieg;íinos no § antecedente
podem lambem esLabelecer-se por fáceis considerações geo-
métricas.

Seja o systema de forças dado reduzivel a uma força

OR applicada ao centro O (fig. 14), e a dous binários de
braços Oin , Om\ e forças wA], iiiY^ divergentes. Se no
plano mOin' tomarmos um ponto qualquer O', e lhe appli-

carmos em sentidos contrários duas forças iauaes , e paral-

lelas a fí , o systema dado equivalerá ;í força gyrante li'

no centro O ', e aos três binários gyrantes OinX^ , OmJYiy
JIOOR". Este ultimo, como é fácil de ver, decompõe-se
em dous cujos braços coincidem respectivamente com Oin,

Om' em direcção e grandeza, e cujas forças serão paralle-

las a R. Compondo as forças applicadas em m , m', e se-

melhantemente as applicadas em O, o systema ficará redu-

zido á força gyrante 0'R', e a dous binários gyrantes

OmA", , 07n'Yi, que são irreduziveis a um só binário. Com
elieiLo eui primeiro logar nào é nulla nenhuma das forças

totaes A',, Y^ applicadas a m, m', porque cada uma delias é

resultante de duas forças divergentes; depois recouhece-se

lambem ,
que as forças X , Y^ não podem ser parallelas

,

porque se o fossem, sel-o-hiào também á intersecção dos pla-

nos X,mX, , Y,rn!Y^ ; e como estes planos são parallelos a

If, a dita intersecção, e por conseguinte X^, Y, serião pa-

rallelas a ií , o que é impossível.

Para reconhecer finalmente
,
que não pode existir fo-

ra do plano mOm' qualquer centro da resultante , bastará

provar que é sempre possível determinar nesse plano um
ponto O' tal, que seja centro da resultante para uma de-

terminada posição do plano dos eixos de reducção OX',
OY'. Imagine-se pelas rectas X^, Y, tirados planos paral-

lelos a /í , e sejão as intersecções destes com o plan»
OX'Y' parallelas ás rectas mr , 7n'r'

;
pelos pontos AT,, K,

lircm-se parallelamente a ii as rectas X,r , Yr'; sup-
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ponhamos primeiro, que é — R=^ Xr-\- ¥/ ; neste caso é

claro, i|iie ó sempre possível determinar em 7rt m', ouuoseu
jjrolongamento um ponto O" tal, que transportando para

tile a resultante OR , tenhamos o systema reduzido a es-

sa força gyrante applicada era O", e a dous binários gy-
rantes, cujas forças iiir, in'r' são parallelas ao plano OX^Y^,

e jior conseguinte temos lixado o centro O" corresponden-

te a esse plano de redacção. Se porém não fos&e

— R=X,r+Yr',

e tivéssemos

« (X,r -+- Yy)=— R (73)

podoriamos transformares binários OmX^, Om'Y^, conser-

vando-llies as mesmas direcções dos braços e das forças,,

dividindo por n os dous braços Oní , Om\ e por conse-

guinte em vez das forças A', F, , teriamos 7iXi , 7iY,: lo-

go conservando constantes na construcçào que lizemos os

ângulos r/ítA", , r'm'Yi, então em vez das forças A",/-, Y^
teriamos «A'r , nY^r , isto é, em virtude da equação (73),,

achar-nos-hiamos reduzidos á hypothese precedente. Se n
fosse negativo deviamos em vez das forças X^, Y^ tomar
as suas oppostas nos respectivos binários, e tomar os braços

Om , Om' de modo, que formassem o angulo verticalmente

opposto a mOin'. As outras propriedades que provámos no

^ precedente sSo mui fáceis de concluir da construcçào
que fizemos, feitas as convenientes modificações, quando
os dous binários resultantes não são irrcduziveis.

90. Podemos também dest'outro modo representar sim-

plesmente um systema de forças gyrantes, (jue tem resul-

tante. Para uma configuração dada adopte-se um systema
qualquer d'ei.Kos orthogonaes, ou obliquos , mas de modo,
que R não seja parallela a nenhum delles , nem ao plano
de dous quaesquer; decompondo todas as forças dadas pa-
rallelamente a esses eixos, o grupo correspondente a cada
eixo equivale ;í sua resultante (que não pôde aniquilar-

se) gyrando no respectivo centro : logo o systema dado e-

«juivalc em geral a três forças gyraiido cm trcs centros
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<lis(inc(os, os quaes podcríío, em casos particulares, rcclu-

zir-se a tlous , ou a u»i somente.

91. Supponhamos j)rimeiro ([ue os Ires centros são dis-

linctos , e se não achào em linlia recta. Decomponha-se
cada uma das resultantes parciaes X, Y, Z (fig. Jõ) em
forças parallclas umas á sua resultante R, outras a um
plano não ])arallelo a i?; as primeiras componentes equi-

valem a R gyrando no centro respectivo; as outras com-
ponentes Éi, Q', Q-" é fácil de reconhecer, que são todas

divergentes, pois que se vg. Q, , Q' fossem parallelas,

X, Y, íR serião todas parallelas a um mesmo plano, o que é

contra a hypothese. Também é claro, que dever;í ser nulla

a resultante de Q, Q', Q". Isto sup|)osto , em um plano

parallelo a estas forças lomem-se dous eixos orthogonaes,

ou oblíquos , e taes que decompondo as ditas forças paral-

lelainente aos mesmos eixos, nenhuma das com])onentes

respectivas X^, F^ , X, , F, , X., Y^ seja zero. A resultan-

te das forças parallelas X^ , JY, tenha J/ por centro; essa for-

ça será igual, parallela, e contraria a X^; a resultante de
Y , F„ não poderá ter por centro M, aliás Q', G' serião

paralleías: seja pois N o centro respectivo, e a dita re-

sultante será igual, parallela, e contraria a Y^. Logo o

SYslema dado reduz-se a uma força R gyrando no centro

determinado , e a dous binários de braços não parallelos

,

e cujas forças formão o angulo dos eixos que adoptámos

ii'um plano parallelo a Q, Cl', Q.", e são parallelas ao di-

lo plano.

92. Se dous dos centros vg. O', O" se reunirem em um
só O', as duas forças Y, Z reduzem-se a uma só Y' gy-
rando em O'; então decompondo X, Y' em forças paral-

lelas a R, e outras Q ,
Q' parallelas a um plano não pa-

rallelo a R , estas ultimas deverão ser iguaes, parallclas , e
contrarias , isto é , o systema dado reduz-se a uma força

çyrante R, c a. um binário gyrante. Esta reducçãoelVeitua-

se também quando os três centros O, O', O" sendo dis-

tinctos, se acharem situados em linha recta; porque nesse

caso as três forças Q, Q-', Cl' applicadas a três centros

em linha recta , e situadas no mesmo plano , sendo decom-
postas em relação a dous eixos quaesquer nesse plano,

que não tornem zero nenhuma das respectivas componen-
tes A'o , Y^, X, , y, , A'., F, , concluir-se-ha facilmente

que Xo, X^, X^ equivalenr a um binário gyrante cujo bra-
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^o existe sobre a linha dos três centros O, O', O", e que
o mesmo <leve acontecer ás forças F^ , K, , F, ; ora dou3

binários gyrantes
,
que tem os braços na mesma direcçSo e

às forças divergentes reduzem-se sempre a um só binário

gyrante; logo neste caso o systema do forças dado equiva-

le também a uma força, e a um binário gyrantes. Também
íia liypolhese actual as três forças gyrantes X, Y, Z podem
reduzir se a duas, pois que vg. Z pôde decompor-se em
duas forças applicadas aos centros O , O', e depois podem
compor-se as duas forças applicadas a cada um desses cen-

tros.

U3. Finalmente se os três centros O , O', O" se reduzi-

rem a um bó punto , o systema dado equivale a uma só for-

ça gyrante.

94. ScnSo sendo nenhum dos eixos CX, CY, CZ (fig. 15)

paralielo a R , esta força fosse vg. parallela ao plano SÍCY,

teriamos X= 0; as outras duas forças Y, Z poderião sup-

por-se ao mesmo centro
,

pois que para as obter ])ode-

riamos começar por decompor as forças dadas parallela-

niente a /í , e aos eixos CY, CY ; as ultimas compo-
nentes darião em geral dous binários gyrantes, e as ou-

tras darião R applicada ao respectivo centro ; \lepois es-

ta equivaleria ás duas componentes Y , Z applicadas ao
mesmo centro: deste modo se vê, que esta reducção não
tem dillerença essencial da que precedentemente fizemos

fuppondo um dos eixos paralielo a R.
'J5. Os três casos que considerámos da existência de três

centros distinctos O, O', O", de dous, ou de um somente,
correspondem como vimos, quando se toma um eixo O!^
paralielo a ii , a ser o systema de forças dado reduzivel a
uma força, eadous binários gyrantes, ou aumaforça, eaura
binário gyrantes, ou a uma só força gyrante ; estes três úl-

timos casos são essencialmente distinctos, isto é cada um del-

Irs subsiste qualcjuer que seja o |)lano dos eixos OAT', O F',

como se concluo do que antecedentemente expusemos , e
especialmente da construcção do (§ 89): logo também a e-

xislencia de um só, de dous, ou dos três centros O, O', O"-

não depende do systema d'eixos CX, CY , CZ em relação
aos quaes se faz a rííducçào das forças dadas.

96. Sendo a natureza statica da existência de somente
dous centros eípiivalente áquella de os três centros se a-
charcm em linha recta; e sendo o caracter geométrico da
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primeira hypothese um caso particular do da segunda , sô

representarmos por x^, y^, z^, x, , y, , 2r, , x,, y^, z^ as

coordenadas dos centros, teremos as seguintes condições

analyticas para as trcs diversas classes de systenias gyran-

tes , em que se suppue haver resultante , e adoptar-se um
systcma de eixos coordenados rectangulares , ou oblíquos

,

uão sendo o plano de dous quaesquer delles parallelo á re-

sultante do systema de forças dado

:

O, O', O" em linha recta, oul t^ — t, y^ — jf, z^— z

dous destes centros coincidentesJ xq — Jj yo — i/z s^— z
,.(74)

O, O', o " coincidentes >Xo^a:i= Xj; ^o=^l =yj,- «0=^'" ='3 ••• (^^)

O, O', O" distinctos, e~l „. •, . , ... ,„,.
.

1 1 . í nao existência das condições (74).nao em linha recla J
i v. y

O caso particular de coincidirem vg. O, O', que se com-
prehende nas condições (74), seria mais explicitamente da-

do pelas equações.

x^— x, = 0; y^—y,=0; zo— 2r.=0.

97. As condições analyticas (74), (75) equivalem a

X xX s xY z yX ^yX
~X~ Y "X Y~

X xX £ xY
Y

s yX 2 y-^'

T zY
X

TZZ
z

.(76)

X

x_yX
X

Z

zY
X Y Z

(77).

98. Poderemos pois classificar, e caracterizar todos os

systemas gyrantcs em que a resultante não é nulla pela ma-
deira iudicada no seguinte quadro.
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CLASSIFICAÇÃO

DOS SYSTEMAS DE FORCAS GYRANTES DOTADOS
DE RESULTANTE.

I.' Classe
.|

>.• Classe

,

3." Classe

MTUREZA STATICA. CAKACTEUCS ANALYTICOS.

NAo sendo R parallela

a ncnlíiun dos planns

dos eixos de reduc^áo.

Três forças gyrantes

.i|)|>llca(]a3 ao iiiusmo

centro , isto é, umasú
Torça eyraiUe.

Tre5 forras pyranles ap-

|ilicadas a três cejitros

cm Iliilia recta, ou dous

delles coinciJentes, is-

to é , duas forças gyran-

tea em ceiítios distiii-

ctos.

Três forças gyrantes

a|i|ilicadas a três cen-

tros distiiictos nào si-

tuados em linha recta.

2.* SEKlU. T. 111. 1'. J.

Sendo Rparalle-

la ao cizo OZ.

Uma força gy-
rante.

Uma força gy-

raiite eum biná-

rio gyrante , ou
dous binários le-

duziveisauuuó.

Uma força gy-
rante, edous bi-

nários gyrantes

irrcduziveis.

Nán sendo

B paralle-

la a ne-

nlium dos

plíiiios dos

ei-cos de

reducçdo.

(77)

(§ 97)

(7fi)

(í 97)

Negação da
condição

(76)

Sendo R
parallela

ao eixo

Oí.

(S3)

(§ Í2)

f62)

(§ «l)

Negação ua

condição

(6i>

•20
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II.

Formulas da rotação de um syslcma rígido em torno de

um. ponto Jixo.

99. Quando se supptie que um systema rigido soíTreu

uma deslocação, qualquer, ficando fixo um dos seus pontos,

pode-se representar essa deslocação por meio dos três se-

guintes systeujas d'anguios

:

1.° Tomando dous systemas de eixos rectangulares OX,
OY , OZ , OX', OV, O^', tendo ambos por origem o pon-

to fixo do systema dado , sendo absolutamente fixos os pri-

meiros eixos , e os segundos invariáveis em relação aos pon-

tos do systema rigido que se considera ; a deslocação é da-

da pelos nove cosenos a, a', a", b, b', b", c, d, c', ligados

peias seis equações de condição conhecidas.
2.° Considerando ainda os dous systemas de eixos OX^

OY, OZ , OX', OY', OZ', a posição do segundo rm rela-

ção ao primeiro seri também dada pelos três seguintes ân-

gulos: s que entre si formão OZ , OZ'; -^ que faz com o
eixo OX um determinado sentido da intersecção dos doug

planos OXY, OX'Y' ; e finalmente q> angulo dessa direcção

da intersecção , e do eixo OX'.
S.° Finalmente da posição OX, OY, OZ do systema ri-

gido passa-se para outra posição qualquer OX', OY', OZ'
por meio de uma rotação u (que supporemos sempre no

eentido tlirecto) em torno de um eixo delerniinado. Com
effoito do centro O com um raio qualquer descrevamos uma
Buperficie esplierica ; os pontos d'inler8erção desta com os

dous systemas d'eixos rectangulares formarão os vértices de
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«lons (rinngiilos e.sphericos trirectangtilos XYZ , X'Y'Z'
(Fiií. "j) > <|"^ nos servirão para mais lacilmuiito representar

os (lous systemas (l'eixos rectani,'ularos. Liguem se X, X'^

e Y, Y' |)or arcos de círculos máximos
;
pelos meios desses

arcos levanLem-se arcos perpendiculares de círculos máxi-

mos, que se encoriLrarào cm C, e n'outro ponto C diame-

Iraliiienle op])oslo. Tirando de C os arcos C'A', CA"', CY^
Cl", teremos pelaconstruc<^ão indicada CA'=C'A''; CY^:=CÍ'

;

ílomie será o triangulo A'CF=trí. X'CY', e por tanto o

angulo A'Cy=A'C'i:'' ; logo subtraliíndo o angulo commuui
X'CY, teremos o angulo XCX' = YCY'. Vè-se pois que
(la posição XYZ' passa-se para A''!"^' por meio de unia

rotação directa co= A'CA'' em torno do eixo OC. Se ado-
])lassemos o eixo OC a rotação seria 3C0°— co. Conclue-se
lambem que será CZ=CZ' , e 2'CS''==w.

Designaremos por x, y, z os trcs ângulos CA', CY,
CZ que lixào a direcção do eixo de rotação.

Vií-se pois que (pialquer que seja o numero de rota-

ções , ou deslocamentos que sollVe o systema rígido XYZ
para passar á posição X'Y'Z', o deslocamento tolal reduz-

se sempre a uma rotação directa O) em torno de um eixo

determinado pelos trcs ângulos x, y , z.

100. Podeiido-se representar pelos três sistemas d'an-«

gulos indicados o deslocamento qualquer de um systema
rígido, que conserva um ponto fixo, é conveniente esta-

belecer o modo de passar analvticamente de qualquer des-
ses systemas de ângulos para os outros dous. Temos por
tanto a deduzir as formulas pelas quaes se faz essa transi-

ção nas seis combinações seguintes.

1.' Combinação.

1.° Systema de ângulos expresso pelo 2."

Se contarmos directamente o angulo •\j/ , desde 0° até
300*, e de OA' at<; um tal sentido da intersecção dos dous
planos OXY, OX'Y', que fazendo rofar o systema OXYZ
directamente um angulo 6 sobre aquclla direcção, venha a
coincidir o eixo OZ com o eixo OZ' ; e se contarmos o an-

20 •
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cílio 9 (liroc(anirn(o no plano OX'V' até ao eixo OX', tere-

mos i)ela!i lonnulas duvidas a Euler:

a=— Sen ç Sen -vj^ Cos o 4- Cos 9 Cos -^ ,^

a'= Sen 9 Cos -v]/ Cos 9 + Cos 9 Sen '^ ;

a"= Sen 9 Sen e

;

b^— Sen -vj/ Cos 9 Cos 6— Sen 9 Cos -nj/ :

b'= Cos 9 Cos '^\/ Cos e— Sen 9 Sen vj/ ; > (78).

i''= Cos 9 Sen 9

;

c=Sen '^ Sen 0;

c'=— Cos \|' Sen 0;

c'=Cos e.

2.' Combinação.

2.' Systema expresso pelo 1."

Das formulas precedentes deduzem-se facilmente a s se-

guinles , nas quaes se deve sempre tomar o radical \/l—c"*

com o signal positivo :

Cos 8^c";

Sen -4/ = —r-

—

^ bun o

_(

Cos '\l/^'=
Sen â

Sen 9 =

V í — t''

Vi— *-"'

Cos 9 =

Sen a

Sen e

h"

VI
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3.* CombinaçSo.

1.' Systema expresso pelo 3.'

As formulas que duo esta transformação são as seguiu-'

tes:

a=Cos «4- (1 —'Cos «) Cos'^; 1

a'=Cos z Sen :.>+ (1 —Cos a.) Cos x Cosy ;

a"=— Cos y Sen iu-l-(l—Cos u) Cos x Cose;

ò=— Cos ;:Seii « H- (1—Cos a,) Cos x Cos y ;

i'=Cos ^-\- (1 —Cos ^) Cos' y; ^

J"=Cos X Sen « -t- (1 —Cos u) Cos y Cosz;

c= Cos y Sen «j-t- (I —Cos «) Cos x Cos^r;

</=— Cos ar Sen i,4- (1 —Cos „) CosyCosjz;

Cos «+• (1 — Cos u.) Cos' z.C'=

(7a);

Os valores de fl, h', c" dcduzem-se facilmente dos triangulo*

A'C'A'', YCV, ZCZ
,
que dão respectivamenle

a= Cos u Sen' x -t- Cos' a."

ò'= Cos <,< Sen' y 4- Cos' y

c''= Cos « Sen' s •+- Cos'

(80).

Para deduzir os outros valores convem-nos estabelecer M
equações
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Cos .r==Sen i'C^Sen y Sen rr"\

Cos y=Sen S^CXSen ^ Sen x l (81).

Cos ír=Sen A''CFSen x Sen yj

A primeira «lestas equações deduz-se advertindo
,
que nO

triangulo XCY temos

Cos .r= Cos CYX Sen y;

e no triangulo SCY

Sen
;2'cy==S;^}^rC^CosCPX

j^ ^^^ CFX=Sen;:'CFSen z,
ben z oeu z

e
Cos a-=:Sen S'Cy Sen y Sen z.

As outras formulas (81) achão-se por um modo semelhante.

Isto supposto teremos no triangulo X'CY

a'=Cos YCX' Sen xSen y-\-CoíxCo'i<j=.Cos(XCY—u) Sen .r Senj/+CosxCosy

= Cos XCY Sen x Sen y Cos u + Sen XCY Sen x Sen 5/ Sen u + Cos x Cos y ,

isto é, pela equação Cos XCY Sen ar Sen 3/=—Cos xCosy,
e pela 3.' das formulas (81) acharemos

0'= Cos z Sen <o -t- ('l — Cos cjj Cos ar Cos y.

Semelhantemente

o"=Cos (^CX-\-Ui) Sen x Sen ;2r-í-Cos a: Cos z

;

Ar: Cos ('A^^CFh-co^ Sen x Sen y -t-Cos o; Cos y

;

b"=Cos fZCY—uJ Sen y Sen s -í- Cos 3/ Cos

c = Cos fZCX— UiJ Sen x Sen .t -t- Cos x Cos

c'=Cos i^^CF-hO)^ Sen y Sen 2 -t- Cos y Cos z.

e desenvolvendo os cosenos de arcos compostos , e servin-
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do-nos fias equações (81), chegaremos facilmente a demons-
trar as formulas quo nofi dão os valores de a", b, b", c, c' do
schema (79).

4/ Combinação.

2.* Systema expresso pelo 3.*

Substituindo nas formulas da 2.* combinação os valores

Je c , c', &', a", {)" achados para a 3.", teremos , adoptando
nos radicaes unicamente o sigual positivo

,

Cmí=Cos u Sen'3-l-Cos»2=Cos «.+ ( 1—Cos k) CosV=i:Cos «+ ('1—Cos u) f1—Cos'^—Cos»y^

= 1— ('1— Cos u; fCos» x + Coi^ tj) =1— fl — Cos u) Sen' a;

Cos 4.=

Sen fs=

Cos f=

rCosySen»4-('l—Cos»J CosiCos íj : y/l — TCosuSen» «+Coí'3^= ;

í Cos X Sen u— ( 1 -^ Cos «J Cosy Cos z
j ; y'! — ( Cos u> íien^ gJ^oi^z)* ;

í Cos^Sení)4-('l -*Cosíi_^CoszCos3
)

: (CosxScnoi— (l—Cos «_P C«sy Cosi];

( —CosjíSenaif("l^Cos íi^CosxCosj:] : yfí— ( Cuaw íjeir is+Cos^ ij-

;

[ CosxSena+ fl -r-Cosu^ Cosj/ Cosa
J

: y'!— CCosaSeu^s+Cos^íJ-;

% f = I —Cos;;Sen«-fCl—Cosu^CosjCosz")
:
^Cos xSen»+ ('l—Cosu; Cosy Cosa

J.

5.* Combinação.

3." Systema expresso pelo 1.*

Sommando as equações (80) acharemos

B+ 6'+í"==Coa .> fS— Cos» *— Cos» y— Coí=j; + Cos= i -f Cos' y + C04' *

,

isto é.
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2 Cos &)= aM-Z>'-i-c"—

1

(02)

e por conseguinte

Sen ± ^1 -
C '-'Y

-'y^+ i V4-ra+6'+c"- 1/ (85),

Se subtrahirmos successivamente a 8." da 6." das formulas

(79) ; depois a 3." da 7/ ; e linaimente a 4." da 2.", achare-

mos

Cos x-

Cos j/=

Cos ;2r=

isto é,

h"—c'

2 Sen (O

c— a"

2 Sen Cú

g'— />

2 Sen O)

Cos r—
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^ Cos Y'Z— Cos Z'Y
Cos x==

Cos y=

Cos z==
2 aen •>
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Orrfa'

—

b) Cos y+ (a!'— c) Cos z

,

o = fh— a'J Cos x-^fb"—c'J Cos z;

o=:fc— a"J Cos x+ {c'—b"J Cos y

;

donde
Cos x : Cos y : Cos 2: : : b"— c' : c— a" : a'— b ;

ora

((,"—c')'+ Cc—a''f+ Cal—í;-=1—a'+l—6'>-f-l—c'"—2 Cò"c'+c«''+a'i;=3—a^—6"— c"»

+ 2 CiV— ò"c'+ c"a— ca"+ ab'—a'b) —2 ('ò'cl'+c"a+aò' ; =3—a=—i"—c' "+'- ('<>+'''+
<="

J

— 2 ('í'c"+<:''a+aí-; =4— fa + 5'+c"—1/;

por conseguinte

i"— Cl
Cos X= ;

Cos y-

Cos s-

c— a"

a'— b

+ \y4— Ca + i'+ c"— 1;

E se recorrermos ás equações (80), teremos a 4- Z»'+ c"=
2 Cos ^-H 1 : logo

+ ^/^_Ca^.t'+c"— i;'=2 Sen «=± v^ C^'"—<•';'+ fc—'»";'+ (a'—b)\

6.' Combinação.

3." Systema expresso pelo 2.°

Nas formulas (84) substituindo os valores de i", d, c,

a", a', b, da 1.* Combinação, acharemos
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Sen 6 fCos -^ +- Cos q>J

'2 oen u

Cos y= Sen s í^Sen 4/— Sen ç^)

2 Sen u

.(8C).

Cos ~= fCos 6+ ij Sen f^ + <pj

2 Sen "

E como 2 Cos «<= a -4- /y-t-
c"— 1, leremos pelas mesmas for-

mulas da 1.' Combinação

2 Cos "= /'Cos fl+i; Cos {'^ + (fj
+Cos B— i;

logo

^ Coi» ^ «= (Cos 6+1 ; Cos ('4'+?>; +Cos 6+1 = CCos 9+1 ) fCos C^+^) +0= * ^°^'
2 ^ Cos^ C^^+Í'J.

donde

Cos
-i
«=:+ Cos A

o Cos U-^-^íf) i^'')-

Devendo sempre sor ^ «)<^180°, a equação precedente, at-

tenlo o duplo signal do segundo membro , dará só para { »

dous yalores \ "', i «" ligados pela equação

4- «'4-5 «"=180°, ou «'+«"=360°.

Ambos os valores «'
,

« " são admissíveis , e repfesentão a

mosma rotação referida aos dous eixos oppostos OC, OC',
porque successivamente substituídos nas formulas (OG) , dão
para Cos x, Cos y, Cos ~ signaes contrários.

O valor (87) substituído nas formulas (86) dá

Cos X == Sen 6 fCos 4,-1- Cos (pj

J:4CosÍ9Cosi(^+ + 9; V 1 —Cos» p Cos'f(4, + fJ'

Cos y :=
Sen o fScn j>— Sen <pj

+ 4 Cos ^ 6 Cos • f^ -^q>J y l —Cos" \ o Cos"- {^' + qij'

Cos s= rCos e-t-i; Sen (.j,
-f-ç.;

± 4 Cos ie Cos{fA'+ q,J V 1 —Cos' i
9 Cos' 1 /'^H- 9;

'

21 •
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cquaçííes que se IransformSo facilmente nas seguintes :

._ Sen \ õ Cos \(^—<i)
v/ua ^
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mos as forças do »yslema parallelainentc aos três eixos; ca-

«la força A'^(Fig. 17) equivale á sua projecção no plairo xy

,

eaiim biilaiio (s: , A), cujo braço é a coortlenaila z cio pon-

to de applicaçílo de X; seinelliaiileliiente se Iraiisforina a
furça Y ; ora o« binários fz , XJ , fz, Y) cujas forças são

parallelas aos eixos dos x , e dos y equivalem a dons biná-

rios, cujas forças sào em çrandeza , cada uma delias 2f , e os

braços, exisl entes no plano xy, são as j)rojecções de A', e Y\
cada força P do systema equivale pois a

? applicada ao ponto z= o, ^
, y i

z • r= 0, X, y;

•— z 4. s= o, x + X,y;

z z= o, ^ ,
y

',

— !S z^O, x,y-^Y;

e ás forças A'', Y situadas no plano xy. Todas as for-

ças análogas a estas uUimas duo um binário situailo na
mesmo plano, e todas as outras forças, que são parallelas

ao eixo dos ~, terão uma resultante que coincide em po-
sição com o eixo central dos momentos. Teremos pois

iZ=^xZ—zzX\
(88)

x,xZ=^xZ—^zX'i

y,t^=zy^ — zzY}

ou fazendo

X zX=Eif T:xZ^a ; -zyZ^G' ; YzY= F" (89)

Rx,= C-E';

Ry,= G'-F";

dpvendo-se advertir que G, G', E", F" não mudão des-i

locando-se a origem das coordenadas parallclainente a i?,

comtanto que ns eixos dos x, c y se conservem paralis^
los á direcção primitiva.
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102. Suppoiulo agora que lionvo urna rotac^^ão qualquer
.sobre R como ilircclriz, c, relativamente á coníiguração

inicial, chamando y o angulo que cada força P do systema
fazia com ií ; 9 o angulo que a sua projecção no plano xi/

formava com o eixo dos:i-; as equações (uu) mudar-se-hào
em

Rx=:í:Px Cos y— zPz Sen 7 Cos f<p+ , )

;

Ry=.'^Py Cos y— zPz Sen y Sen (f -^ >);

isto é , desenvolvendo Cos ff -i- cj , Sen fç -^ >J

i?x/=G- Cos ,. £"4- Sen ,. F";

Ry-G'— Cos .. í""— Sen .. E"

;

transpondo G , G ', quadrando , e sommando as equações re-

sultantes obteremos

(R.r-Gj'-^fRy-G'J'^E"'+F'^ (90)

equação que dá todos os pontos d'encontro do eixo central

cm um plano perpendicular a 7?, para todas as configura-

ções, que tem R por directriz fixa.

103. Vô-se por tanto que gyrando o sjsfcma sobre a di-

rectriz R, o eixo central dos momentos traça no plano

perpendicular á resultante um circulo
,
que tem como raio

-y——p , e cujo centro tem as coordenadas -ty , -^ ,

que são (§ 87) as coordenadas do centro do systema. Clia-

niarenios a este circulo directriz dos eixos cenlraes dos mo-
incntus.

\0i. Do paragrapho precedente seconclue, que gyran-

do o systema sobre a sua resultante o eixo central dos mo-
mentos descreve a superfície de um cylindro recto, cujo ei-

xo passa conslani emente pelo centro .do sysloma, qualquer

<|ue seja a direcção de R. Esta ultima pr(>|)ricdade pode
considerar-se como a generalisaçào do principio do centro

das forças parallelas , e do principio análogo que demons-
trámos [(j .34) para as configurações em um ]dano.
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los. Para construir em qualquer coiifiguraçiio o eixo

ceuUal dos momeiílos
,

jioderiainos reflecUr quu tomando
(tiç. 17) C7{ jiara grandeza e posição da respectiva resul-

latite, sendo C o centro do systoina, e os eixos rectangu-

lares CA', Cl' toMiados no plano perpendicular a CR, ca-

da for<;a P do systema dá a resjiectiva componente pa-

rallela a CR , as jjrojecções A"", Y no plano xy , e os bi-

liarios ^A', — A', zj
,
(V\—y, z) , ovl zX,— zY paralle-

los aos planos zx, zy ; logo \fW^+F^= \J x^ zX+ x^zY

é ã grandeza do binário resultante de todos os binários pa-

rallelos a esses planos
;
para ter a posição do eixo central

dos iiiomenLus deve-se pois deslocar R parailelamente ao

])lano desse binário resultante, e no sentido conveniente-

iiieule CC' ató que a distancia CC'=
f

seja tal que te-

nhamos Rf = V £"-^-i'"^

106. Se suppozermos porém que o systema de forças da-

do gyra simultaneamente com os ei.xos CA", CF sobre CR

,

zzX, e I — zY não inudão, isto é, o biaaiio resultanle

V i ~A'-f- x' zY gyra conjunctamente sobre CR, e por con-

seguinte CC, de grandeza invariável, gyra no plano xy em
torno de C, o que nos conduz também ás propriedades
demonstradas (§§ 103, 104).

107. Supponhamos agora que tomando ainda por dire-

ctrizes CA", CY , CZ , o systema dado gyra de qualquer
maneira no espaço mudando CR de direcção. Durante a
fotação conservão-se constantes A', A'', etc. Y, Y', etc.

mas varião continuamente z, z', etc. o que faz variar con-

„ j,.u..uv.^„
P

Q_—— do raio do cir-
R

culo directriz dos eixos centraes. Tractaremns por lanto
de exprimir o valor de

p
para qualtjuer direcção de R.

Na configuração inicial é

E"=xzX; F"=xzY;

em outra configuração em que R faça com os eixos cor-
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respondentes á configurarão ])riniitiva trcs ângulos cujos

cosenos sejão c , c', c', e cm que , chanianJo z a distancia

jierpontlicuiar do centro de qualijuer loiça I' ao plano di-

recliiz .rtj , leremos

z=cx -\- c'ij+ c"z
,

será

E"= I sX= c 2 xX+ c' j:i/X+ c" z 2 A'")

> (91)

Fazendo

x xX^E; TyX=E'; Txr=F; i:ijY= F' (92)

teremos quadrando as equações (91), e sommando os resul-

tados

/;"J4. r-= c- CE--!r F') -I-
c'^ ('£'=+ F'^) + c"Y£"'+^"-

.(9J)

+2cc' (i:E'+FFtJ +i cc" (ES"-\FF') +2c'c"CE'E"+F'F"

ou suppoudo

E'-+ Fl= c ; E-.i-Fi-z^f; E"^+F'<'^g ; EE'+FF'=^h ; EE"+FF'=i ; E'E"+FF'=j . . . (íi)

c designando por p o raio do circulo directriz dos eixos con-

tracs correspondente á configurarão
,
que agora se considera

Ji-(''—c'c+ c^-f-\-c"- g+icc'/i + 2c<:"i + 'icVj (05).

lon. Se para a posição inicial dos eixos OX, OY desi-

gnarmos por X
, y , z as coordenadas ilo centro do grupo de

componentes positivas parallelas a OX , c cuja som ma seja

representada j)or A'^; se forem semeliiantemente x", ij', z' as

coordenadas do centro do grupo de forças negativas corre-

íipondentes; se por um modo análogo x, y, z, x\ y' , z' fo-



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. 133

rcm ns coordenadas dos centros dos dous grupos parallelos

a OV, e Y, dctíijjnar a sonima do grupo de forcas positi-

vas, vcr-se-ha que os coeíTlc lentes constantes da cquaçSo
precedente tem os seguintes vaJores :

5= £"»-!• r"-= S' :.V+ -E^zY= (s~ i'/ -V,' + f-s— «' j' ^7

>...(9S).
/=Efi'+/'r=i:xA-ry.Y f Lrrrj, 1= (x-fj (,j-,,' ) x^\(x-f)

(,j-y'J
1^

^

i=EFJ<-\-FF'=.ZxX-s:zX-ir-^YZz 1= fx—x'; ('^—^ijA^+C r—x'; (x—J) 1',»

Estas equações niostrão
,
que se a configurarão de que se

partio para estabelecer a ccjuação (05) for uma daqiiellas

cm que a resultante It é i)crpe!idicular aos braços ?)i, 7/»'

dos dous binários resultantes , teremos

e por conseguinte a equacSo (95) redu2Ír-se-ha a

ií«fi= f= c-rc'=/-V- ice' h (97).

109. A simplificação que acabamos do efleituar pôde
consegiiir-se, sem quo seja necessário tomar uma configura-

São
inicial cm que a resultante seja porpcmlicular aos braços

os binários resullantrs. Lima configuração qualquer de que
se parta dar;í a equação (97), uma voz que refiramos conve-
nientemente a dous diversos svstemas <Í'eixos rectangulares
a decomposição das forças do systcnia dado , e as coordena-
das dos seus centros. C'om efleilo suppoidiamos que em uma
/configuração quabjurr se touKÍrão tr(>s ei.xos reclangulares
OA', 0Y\ OZ', o ultimo dos quaes seja parallelo .-i respecti-
va direcção de II; refira-se a estes eixos a decomposição
das forças i*, P', P' clc. do systema ; adoptc-se outro sys-
tcnia d'eixos rectangulares OX , OY, OZ ^ o ultimo dos

2. 'serie t. iu p. I. 22
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qiiaes seja perpendicular aos braços dos dous binários resul-

tantes, e a esses reilranios as coordeiiatla& dos cenlros das

forças P, P' etc.
;
por meio destes dous systemas d'eixo3

calculcin-se as funcções ixX, zxY , tijX, zyY ele, e es-

tabelcça-se hypotlielicameiíte a equação (97); isto suppos-

to, imagine-so que o systema de forças dado çyra com as

directrizes O^', 0X\ OV até que ostas venlião a coincidir

com 02 , OX, OY; nesta c()iirij;ura(;uo as coordenadas

dos pontos d'applicação não iiuidárao
, por serem referidas

a eixos fixos, nem as componentes X, Y, X', Y', etc.

porque as forças do systema gyr;irão com os eixos cm re-

lação aos quacs se fez a decomposição : logo as quantida-

des zxX, TxY, etc. calculadas em relação aos dous sys-

temas d'eixos tem o mesmo valor, que se fossem determi-

nadas por um só systema d'eixos em uma configuração cni

que fosse R perpendicular aos braços dos binários resul-

tantes
;

por conseguinte é verdadeira a equação (97) , cal-

culadas as funcç(5es i;;rA', txY etc. de modo que as coor-

denadas se refirào a um systema d'eixos en> que O.^ seja

perpendicular aos braços dos binários resultantes , e as

componentes das forças a outro systema cujo eixo 0.C' se-

ja paralielo a R ; os cosenos c, c', correspondem aos ân-

gulos (pie R faz com os primeiros eixos OX, OY, e
p é o

raio do circulo directriz dos ei.xos centraes para a direc-

ção 0^' de R.
110. Chamaremos d'ora era diante ás nove funcções

s xX, xxY, rxC, -zyX, zyY, r)/.C, zzX, x:::Y, xzZ

parâmetros de rotação de um systema de forças gyranles:

essas funcções são designadas respectivamente por

E, F, G, E', F', C, E", F", G".

Tomando-se o eixo dos z parallclamente á resultante é

G= zxZ='xR; G'= i:y2='yR; G"= xzZ='zR

sendo '.r , 'y , 'z as coordenadas do centro do systema. E
adoptando esse ponto para origem será
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Quando os parâmetros se determinão para uma «oiifigiira-

cHo em que li é pcrj)eiidicular a »/t , e ?/i', teremos lam-

bem
E"=F"=Q, e por tanto <7= í=i= o.

Esles valores subsistem para qualijiier configuração unia

\oz que os parâmetros se determinem por dous systemas

d'eixos rectani^ulares , como explicámos (§ 109).

111. Chamando A', B' os bemidiamelros da ellipse de

reduc('ào correspondentes aos binários resultantes em rola-

çiío aos eixos iniciaes directrizes, que dorão a equação (97\

e sendo «, a.' os ang;ulos cjue esses semidiametros lazeni

respectivamente com o eixo tixo OA", teremos pelas formulas

(39 , 40)

«= .•/" Coi»« + B'- Coi'»' , /= ,/* Sen' a + B'^ Seir «'; h= ./'= Sen « Co.! » + B'* Sen a' Cosai ;

e por conseguinte (97) transforma-se em

B=,==c» (J* Co,= «+^'= Cos»»'; +ci= (^' Seii»*+B'= Sen»ai;+2 cc' (',f= Sen « Cos a+BI" Sen «' Cos »';.
. . (98)

Esta equação simplifica-sc consideravelmente , se o eixo

OX se tiver tomado parallelo a qual(|iier dos semieixos da
ellipse de reducção. Supj)ondo pois OX parallelo á A, (98),
cm virtude das formulas (41), reduz-se a

iíy=.c'^/'+ c'^ B^ (99).

E' pois necessário para cheg-armos a esta forma, que os
Jiaranielros de rotação se determinem relativamente a uma
«ontiiçuração em que R seja perpendicular ;í ellipse de re-
ducção, o eixo dos.3 parallelo a ií, e os eixos dos;r, y nadi-
recção dos semieixos y/, B da ellipse de reducção. Podem
também os ditos parâmetros conduzir á equação" (99) , uma
vez que sejào calculados, para ipialquer confij^uração. em
relação a dous systemas dVixos rectangulares como disse-
mos (§ 109), sendo no svstema que dá a decomposição das
forças o eixo dos ~ parallelo a R, o no sysl.ema que dá as
coordenadas dos pontos d'apj)!icação das forças, os eixos
dos X , e dos y parallelos aos eixos da ellipse de re<luc-
ção. Deve-se advertir poróm que adoptando o systcma u-
luco

, ou os dous systemas de eixos coordciíados , (^uc de-
22 «
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siiiii.ímos
,
podem osIps Imn ;por(ar-s<! p;ira'lelanicntc para

qualquer origem (lilloreiíli; áu foiítro <lo sj sleinu , vislo

que esse ile.-locuiuMiU) aj)eiias faria lundar a grancUíza Uos

parâmetros G, G', G" os quaos não erUríto nas equai^ões

que (.eiiios (ÍimIuzíiIo para delf-iiniiiar p.

112. Tendo clie^ado a oIjU.t ae((Uação (OD), imagfnc-se

que para cada diioci;.T() úq K ,se loma iio «(Miiido dfsla li-

nha , e a parLir do centro no bjstenia, uuia graudena

»•=
; e suppondo que R toma todas as direcções no

espaço, teremos , chamando ^ , y as coordenatlas do extre-

mo de r cm relação aos eixos parallcios-aos da ellipse do
reducção

equações que mudão (99) em

R('= A''
x'' -^ BUf (100).

]''sta equação mostra, que o logar de Iodas as posiçô(?s do
extremo do raio vector /•, para t<ídas as configurações, é em
feral a superfície de um cyiiudro recto, cuja base clliptic»

tcin os eixos na direcção dos eixos da e!!ij)se de reducção

do systema dado : o eixo deste cylindro é perpendicular ao

jdano da dita ellipse, c por conseguinte perpendicular aos

Itraços m , m' de quaesquer dous binários resultantes da^

componentes das forças /', l" etc. ,
parallelas ao p'aiio

perpendicular a R em uma configuração qualquer. Os sc-

niicixos da base do cylindro serão dados pelas equações

donde se concluo que a ellipse do reducção, e a base do

cvlindro , que dá os raios
f
dos círculos directrizes dos eir

xus cenlraes, são sernelliaiites e conciMitricas , mas situadas

de modo que os eixos liomolugos são perpendiculares.

Os raio» dos circuios ilirecti izes icrào pois dailuii, cii)
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virtude da equação p=- -, pelos raios vectores r do cy-

liiidro rocio cuja equação é

... 5 „ 3

'=^--^k ''"''•

Chamaremos ;í superfície representada por esta equação cy-

limlro de reducçáo dos eixos ceiíLracs; us três eixos coorde-

nados OX, OY, OZ , que dão esta equação, tcrrão pela sua

ordem a designação de primeiro, segundo, e terceiro eixos

principa(!s; e entre os diversos systeinas de dous binários

resultantes, que corres[)oiideuí ;ís diversas posições dos ei-

xos de decomposição, chamaremos prnuijifus aípielles cujos

braços coinciclcm respectivamente com u primeiro, e segun-

do eixo principal.

113. 8c representarmos por A
, n, v os três ângulos, que

o (prceiro eixo principal faz com três eixos reclanguiares

VX , W, 0.Z qiiaesquer, dos quaes o dos •? seja parallclo ;í

direcção de R em uma configuração qualipicr , e suppozer-

nios que para o sentido adoplado daqucile eixo principal é

<2 lUO* a rotação directa necessária para se passar do
braço í/l , daquellc dos dous binários resultantes a que cor-

lesponde a força Xi ,
para o outro braço m', teremos

Cos A= ^o'' niY Cos m'Z— Cos m!^ Cos m'Y

Cos IX
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E'F"—E"F'
Cos A=

Cos 1^ =

Cos V =

1)

EF—EF"
D

EF'—E'F
D

Estas equações dão lambem o plano da ellipse de rcdiic-

oão, pois que esta é perpendicular ao terceiro eixo prin-

cipal. Em quanto á direcção dos outros dous eixos princi-

j)acs seria lacil lixal-a directamente , uma vez que elles

devem ser respectivamente parallelos aos eixos da elli-

j)se de reducçâo , cujos tliametros conjugados tem as çran-

ilezas e direcções dadas j)elas equações (C4 , 06). Conheci-

das porém essas direcções, desde logo ficaria lixado o ter-

ceiro eixo jjrincipal , (juc lhes é j)erpendicular.

1J4. A superfície do cylindro de reducçâo defiYie-se to-

mando na direcção corres])ondente a cada posição de R
7

R-
e a partir do centro do systema, uma grandeza r= ;

o
P

sendo por tanto esta superfície independente do systema

de coordenadas, (pie serviu jiarii calcular os |)arainetros de

rotação, segue-se que adoj)tando o systema de coordena-

das que nos deu a equação (íij) , c designando por x , y,
::: as coordenadas do extremo tio raio vector r referidas a

esse systema, teremos

"^^
r ~ ir '

r ~ R^' *-—,.— R^'

e por tanto a equação (05) transforma-se em

R^=ex''-^fi/-Y- gz"-{- 2 lí.vy 4- 2 ixz +- 2ji/z (1 03).

Esta equação representa pois o cylindro de reducçâo refe-

rido a um systema qualquer de coordenadas rectangulares

,

cm que o eixo dos z seja paralielo á direcção de jR na con-

figuração que sérvio para o calculo dos parâmetros, poden-

do u urii:em das coordenadas col!ocar-sc cm um ponto quaj-
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<jiipr (lo espaço , o que nSo altera a grandeza dos parâme-
tros

,
qiin eiitrào em (103).

115. Determinados os parâmetros para um systcma de
eixos como acabamos de designar , e para uma conligura-

<jão qualquer, teremos conhecidas as quantidades e,y, g >

h, i,j que entrào na equação (103) do cylindro de reduc-

^!Ío : fazendo pois as tratislbrmações de coordenadas, que
se enipreiíão na Geometria analytica para efleituar o des-

ap|)art'cimento dos três rectângulos xy , xz , y~ , este pro-

cesso deverá eliminar necessariamente um dos três cpiadra-

dos, quo será o relativo ao eixo dos z, e chegaremos ti-

nalnienle á equaçrio do cylindro referido aos três eixos

principaes.

116. Em todas as configurações cm que R coincidir

com o terceiro eixo principal, ou com o seu prolongamen-
to ser.i r =: 08 , f=0, e por conseguinte será B. eixo cen-
tral dos momentos; e é fácil de reconhecer, que R deixa-

rá de o ser uma vez que tenha uma direcção diíTerente

do terceiro eixo principal.

117. Chamaremos confif/jiraçôcs principaes aquellas em
que R coincide com qualquer dos eixos principaes, desi-

cnando cada uma delias pelo numero do eixo correspon-
dente. Nas duas primeiras configurações principaes tere-

mos
,- R" -, -4

. „- R' _ B
f ~ zr-~^'f- b: - -R-

E sendo « , (? os ângulos, que em uma configuração qual-
quer faz R com os dous primeiros eixos principaes a equa-
ção (9 9) dá

f'=z/' Cos' «4-?"=' Cos' (? (104)

isto <5, os circnlos directrizes das duas primeiras configu-

rações principaes determinào os círculos tlirectrizes de to-

das as outras configurações. A equação (104) mostra que
as configurações, a que correspondem poi^içucs de R dire-

ctamente contrarias, tem circulos directrizes iguaos , e
coincidentes. Se ))ara qualquer configuração tomarmos so-
bre R as grandezas p', f", será p igual á resultante de iluas

lorças representadas pelas projecções de p', p' sobre os ei-

xos principaes respectivos. O máximo valor de p corre-
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Sponderá a uma das duas primeiras configurações principaesj

isto é, sení p = -^, ou = -.. , conforme A^B.

110. Se for A := B , isto é, se se verificarem as condi-

ções (67), a base do cylindro de reducção será um circulo.

Designando por y o angido que em qualquer configuraçilo

faz tí com o terceiro eixo principal, será nesse caso p'=p",

e a equação (104) reduz-se a

p'z:f" (1 —Cos' y) , donde p=p' Sen r (105)

equação que nos indica, qtio todas as configurações, em que
R seja igualmente inclinada cm relação ao terceiro eixo

principal, terão circules directrizes iguaes , e o mesmo a«

contecerá para as posições de Jl que íação com aquelle ei-

xo ângulos supplenientares.

119. Até aqui temos siipposto, que o syslema de forças

gyrantes pertencia á terceira classe (§ 98); jnas se os dous

binários gyrantes se reduzirem a um só, ou porque os bra-

ços ni, m' sejão parallelos, ou porque algum delles, ou algu-

ma das forras A'i, F, sejão zero, cm todos estes casos, sup-

pondo que o binário fin , XJ subsiste , ver-sc-ha que to-

mando o eixo dos X parallclo a «í , na equação (97) teremos

por isso que será

y— ij'=0, y— i/=0, ou

y—y-0, Y=0;

e a equação (102) rcduz-se a

^-Ar

o cylindro de reducção converte-se por tanto em dous pia-*

nos perpendiculares ao braço m, ou aos <lous braços m, m',

se ambos subsistirem. A distancia A^ de cada um dos pia-»

nos ao foco dos raios vectores r será dada pela equação
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J= _^ (lOG)

snppondo ainda que o eixo dos x se tomou parallelo aos

braços dos binários resultantes. Osdous planos nunca coin-

cidem, pois que x, x' , ctc. X, X', etc. Y, Y', etc. nunca

Silo infinitos. Se representarmos por m o braço do binário a

3ue se reduzem os dous binários resultantes , e por X ca-

a uma das forças correspondentes , teremos

z^xX-h x'xY=: (m^X^^- m'* Yf) Cos'mX= m«X%

o que muda (lOC) em

' mX

120. A equação (104) no caso presente em que p"=^ o
,

dá

,»=f'» Cos' a , ou
f
= p' Cos « : (107)

e por conseguinte terão círculos directrizes iguaes todas as

coallçu rações, em que o braço do binário resultante fizer

com R ângulos iguaes , ou supplementos : vê-se também
quo K será eixo central dos momentos em todas as con-

figurações , em que for R perpendicular ao braço do biná-

rio resultante.

121. Se finalmente tivermos um systema gyrante da pri-

meira classe, em todas as cuiiligurações será R eixo central

dos momentos.
122. Do que fica exposto nos últimos §§ se conclue
1.' Se para duas configurações, cujas resultantes não se-

jão oppostas , nem coincidentes for f==0 , ou 72 eixo cen-
tral, sel-o-ha em todas as configurações, em que jR existir

jio plano determinado por aquellas duas posições , e o syste-

ma gyrante j)ertencer;l á l.*, ou 2.' classe.

2.* Sc para Ires configurações, cujas resultantes não se

achão todas no mesmo plano, for p=0 , isto é , forem essas

resultantes eixos cenlraes dos momentos, sel-o-ha R em to-

das as configurações, e o systema pertencerá á 1.* classe.

12;j. A determinação do cylindro de reducção , ou dos
2.' SERIE T. 111. P. I. 23
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dous planos parallelos de reducçSo
,
poderia lambem cíTe-

ctuar-se pelo seguiiilc processo.

Imaginemos em uina configuraçiío qualquer OS , 0X\
OV systema d'eixos rectangulares directrizes, em que o pri-

meiro se conserva sempre parallolo á direcção de R, Om,
Om' os braços dos binários resultantes (lig. J8). A grandeza

do raio p do circulo directriz corresi)ondoiite á configuração,

que se considera , será dada (§ 105) pela equação

R p^V %^zX-^z'zr (108)

e como é

X zX=mX, Cos mZ' ; 2 zY^rnlY, Cos ntlZ';

teremos

R t
— yueX; Cos' mZ'-^m'^Y; Cos^ m'^'.

Rt
Façamos para qualquer configuração r= — , tomando J-no

sentido de i2 a partir de O, e determinemos o logar de to-

dos os extremos do raio vector r, para o que referiremos

essa superfície a ires eixos OÍT, OX, OY, dos quaes o pri-

meiro seja perpendicular ao plano de m, 711', e OX , OY
situados nesse plano , e respectivamente perpendiculares a

m e m'. Suppondo OS':=zr , e baixando Z'M perpendicu-

lar ao plano XOY , teremos

Cos*mS"=Cos' 2"0MCos'm0M=Cos'2''OilíSen'A'^0ilf;

Cos' m';?'=Cos'2:'OMCos'íH'0;i/=Cos'5''Oií/Sen' YOMi

e fazendo OM^r^, acharemos

l/"m'A?. ^ Sen=XOy¥-|-m" Y,\ ^,- Sen' YOM
R^ r_ ' r r

t—~- R
donde

/{«^zm^XV 'Sen'XOM-hm"r,V,'SenTOiW (109);
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As coordenarias x , y do extremo de r, chamando co o an-

gulo AOy=:>/iO»i', bào dadas pelas equações

if Sen* u= r; Sen* XOMy

ar» Sen* w= r,* Sen' YOxM;

as quaes mudão (109) em

R^^zm^X,^ Sen' u . «/'-Hm^F,' Sen' u . a;',

equação que nos mostra, que para qualquer configuração

P
é dado pela formula p = — , em que r é o raio vector

de um cylitidro elIipLico recto, cuja base é parallela aos

braços ju, m' dos binários resultaíites, sendo diâmetros con-

juiíados nossa base duas rectas respectivamente perpendicu-
lares aos braços m . ni'.

As grandezas dos semidiametros conjugados correspon-»

dentes a m , m' serão

0X= ,J' ; 0Y= ^'
m' Y, fcsen w ' viX^ Seu cj

'

donde
OX OY : : m.X, i m'. Y. : : A' : B'.

I

Om, Om' só representarão as direcções de dous sémidiaí-

metfos conjugados, quando forem perpendiculares entre si.

124. Se os braços m , in' forem parallelos, ou se ura
dos binários se aniquilar, chamando (p o angulo que uin

dos braços, ou ambos elles fazem com OZ', teremos

f ^Y=mX, Cos
(f

; t zY=m'Yi Cos 9:

logo a formula (IO8) roduz-se a

R p= Cos 9 V"t'A7-i-m"y,',

e por conseguinte chamado
f'

o valor de p que correspon-
de a qualquer configuração, em que R coincide na direc-
ção de m, ou de m', teremos

23 «
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f= p' Cos 0),

que (3 a formula acliaJa (107).

Se toniarinos a contar da origeni O, e parallclamenle

a ?>i , ou í/t' tluaís leclas oppotitas , e cada uuia

Ri
r':= ,

e se perpendicularmenle ;í recta 2 r' conduzirmos dous
])laiios pelos seus extremos, suppoiítlo um raio vector r
«juo parte de O, terminando cm um <los planos, c tenda

a direcção da resultante correspondente a qualquer coufi-

guraçào, teremos

Cos m =3 —
,

r

e por conseguinte

Cos m

_ r' V »i'X,'-^i>r-y"- _ R^
^ '~~Hr ^ r

'

como linhamos achado por outro modo,

125 Depois de conhecida a jiosição , e grandeza do cir-

culo directriz em qnaiquer conliguração , resta unicamen-

te para sabermos collucar o tixo central dos momentos
nessa configuração, determinar a direcção respectiva de p.

Para isso adoptando o systema de eixos directrizes rectan-

gulares CA', 01'', O^', doá quaes o ultimo é parallelo a

/?, determinaremos a graideza do angulo 9, que para uma
dada configuração faz Tcom o eixo OX', exprimindo esse

angulo |)or meio dos parâmetros correspondentes a uma
j)0!iição inicial OXYZ dos eixos directrizes , c ])or meio

dos ângulos, que iudicào a posição deOA'1"^' em relação

^ oxvz.
Como suppoudo que o systema àc forças dado gyra
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sobre a directriz OZ^'
, p

gyra simullaneameute com OX'

no plano X'OY', o angulo 9 ó constante em quanto não
variar a po.sit^ão de O.Z', e por conáeguinte esse angulo

dependerá só dos três cosenos f, c', c" <|ue fixão a posição

de li, ou O^' em relação aos eixos OX, 01', OZ.
Pelo que dissemos (§ lOtí) , será fácil de vêr

,
que

chamando X^ X', etc. , V, Y', etc. z, z', etc. as compo-
nentes das forças dailas cm relação ;ís directrizes OX', 0Y\
e as coordenadas dos seus centros em relação ao eixo OZ'^
teremos

Cos ij)= — ; Sen (^==

V x^saV s'í,'r V s^x-i- s^^^

E como na configuração inicial OXYZ as componentes das
forçiis dadas, em relação á posição respectiva do syslema
directriz, tem a mosnia grandeza, que cm qualquer outra
configuração, em relação aos respectivos eixos 0X\ OY ^

OZ', representando por X, X', etc, Y, Y', etc. aquel-
las componentes, as formulas precedentes mudão-se em

Cos i= =^ ^^
; Sen '<p^

—1^^ ..ílio).

V z^zX-i- z'zY V s^ÍATH- s^irF

E sendo x, y, z , a.', y', z', etc. as coordenadas dos cen-
tros das forças em relação aos eixos OX, OY , OZ , le-
mos em geral

z=^cx+ c'y-\-d'z,
logo

íÍX=c-ZxX-\-c'ZyX-[-c"ZzX; ^ zY=c-Z xY^c'r:yY -\c"T3Y. . . . .{\u).

As equações (111) roduzir.ão Cos 9, Sen ? a serem expres'
sas pelos parâmetros iniciaes E, E', E'', F, F', F",
e pelos Ires cosenos c, c', c". As formulas que desse
modo se obtém siniplificar-se-hão cor)sideravt'lmente, seado-
jiuirinos um deteruiinado systema de eixos directrizes, e
partirmos de uma cuníiguracào inicial conveniente.
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Com cíTeiLo se O^ coincidir com o terceiro eixo prin-

tipal , sení

5: zX=-L zY=o (112)

su]iponliamos lambem que conservando OZ fixa na posição^

que acabamos de indicar , se adGpt3o os eixos <ie decompo-

sição OX , OFlaes, que os dous binários resultantes pcr-

telicendo ao systema directo, tenJião os braços coiucidcntea

respectivamente com o primeiro , e segundo eixos princi-

pães , teremos , chamando a , a' os ângulos que esses braçoa

íazem com o eixo OX

z xX=^A Cos »; í: yX=A Sen « ; V XY=B Cos «' ; zyY=B Sen «'.

Se, tomando agora OX, OY, O.o por directrizes, fizermos

rolar o systema sobre OZ a^ió que OX, OY coincidào res-

pectivamente com o primeiro, e segundo eixos principaes,

gera
„=0 ; u'= 00";

e por conseguinte

T xX^A; TyY=B; syX=-2:xY=0 (II3)

Adoptando pois os eixos directrizes, e a configuração inicial,

que conduzem ás equações (I1'2, 1J3) , as íormulas (llO)

reduzem-se a

Cos(p=— c^: Vc'-J'-í-c'ií^ Sen<f= —c'B:'^c^A'+c"B',

donde

, • Be'

a qual se muda (§ 100) em

tS9=— ^ Cot ^....(114).

.Se Cm vez de escolher a configuração inicial, que nos deu
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« uUima equac^íío , adoptássemos aquella que se obtém dessa

outra, fazendo rotar directamente o systema 90° sobre o ei-'

xo OZ, teríamos

a = 90°; a'= 0;

e por conseguinte deduziriamos semelhantemente

Cosí)= A' : y/ J'c'-+ B\^ ; Sen (p=— li c : ^ J'c'^+ lS'c^ (115)

tg?=
-J 1?+ (IIG).

Supporemos em primeiro logar que se adoptarão os eixos

directrizes, e a configuração inicial que conduzem á equa-

ção (116).

Essa equação dá para cada valor de 4- um angulo ç do

mesmo quadrante, e outro do quadrante opposlo : cum-
pro-nos j)or tanto designar qual desses ângulos deve ser es-

colhido
,
para o que as equações (115) nos darão o critério

BuíBciente.

Como o angulo 9 depende só da direcção de R , suppo-

nhamos, para simplificar essa indagação, que o systema di-

rectriz se fez rotar sobre OZ' até que a directriz OX' se

.ichc situada no plano OXV , e de maneira que seja XOX
do primeiro, ou segando quadrante. Pelo modo que indi-

cámos (§ 100) para a contagem do angulo 4,, é fácil de vèr

que suppondo A'''OX do primeiro quadrante, e partindo da
configuração em que 6=0, se fizermos rotar o systema

directriz sobre OX' no sentido directo desde 6=; O, até

6 =. 100', será sempre XOX'= 4, , isto é , ], Ao primeiro

quadrante; mas continuando a rotação desde õrrieo", até

6 =: .360% será a linha opposta a OX' que deve determi-

nar o angulo 4-, o qual por conseguinte é do terceiro qua-

drante. Do mesmo modo suppondo A'OX' do segundo qua-

drante , e partindo da configuração 9 = 0, 4, será do segun-

do quadrante para qualquer rotação directa sobre OX' des-

de 6=:o até e=180°, c do quarto quadrante desde 6:= 180*

até 6— 3G0°.

Em qualquer das rotações comprehendidas nos limites

indicados couhecer-se-ha facilmente qual é o signal de ca-
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da um dos cosenos c, c', c por conseguinte os signaes d&

Cos
(f , Sen ?) (115), o que nos indicarú o quadrante a que

deve pertencer 9. Attendcndo pois ás diversas posições do
systenia directriz, construiremos o quadro seguinte

OX' o 4- c , c> 9
1.° Qua-f Ca 180° 1,° Quadrante +,— S.* Quadranta
diante ^^ISO" a 360" 3.° Quadrante — , -j- 1.° Quadrante

í." Qua-I" 0° a 1S0° 2." Quadr.mte +, + 4° Quadrante
drante (_180° a 360" 4." Quadrante — , — 2.° Quadrante

do qual concluiremos geralmente que ip, e -i, são sempre
de quadrantes oppostos. Com esta iulcrpretarão a equac^ão

(lio) d;l-nos de um modo definido o angulo <p , que corre-

sponde a fiualqiier grandeza de J' , e por isso teremos deter-

jniíiado para cada posição da directriz O!^' o angulo que no
plano X'OY' faz p com OX', advertindo sempre que se to-

marão para eixos directrizes OX', OY', OZ', aqnclies a
que correspondem os dous binários residlantes principaes do
systcma directo, e que na posição inicial OX, O V, 0^ des-

ses eixos o primeiro tinba a direcção do segundo eixo juin-

vlpal positivo, isto é, adirecção do braço dosegundo binário

resultanle j)rínci])al no sentido do centro do systema para
o extremo desse braço a que está ajiplicada a força posi-

tiva r.
Se na posição inicial dos eixos directrizes OX', OY' ti-

vessem estes respectivamente as direcções do primeiro e se-

gundo eixo principaes positivos, discutindo semelhantemen-
te a equação correspondente (114), concluiríamos ser sem-

pre 9 do quadranie seguinte ao de 4,.

Quando OZ' se achar na direcção positiva, onneqntiva
do terceiro eixo principal, isto é, na direcção 0^ acima
designada, ou na opposta, coincidem os dons ])ianos OXY,
OX'Y', e por conseguinte c 4. indeterminado, bem como

9. Essa indeterminação analytica corresponde a ser então

P= O, isto é, a coincidir o eixo central dos momentos
com o terceiro eixo principal.

Nos systemas de 2." classe, sendo J5= 0, é sempre

<f,=:0 , ou = 130°.
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IV.

Binários rcsuUanícs niinima; primeira determinação síatica

de um syslema gyranle dotado de resultante em
qualquer configuração.

126. Um systema gyrante dotado de resultante é re-

presentado em cjualquer configuração pela posição do seu

eixo central, peia grandeza, e sentido da resultante R, e
pelo binário resultante minimum, isto é, pelo binário resul-

tante per()endicular a R. Este binário é evidentemente o
jTiesmo que se acha, em qualquer configuração, projectan-

do no plano per[)endicular a R todas as forças dadas P,
i", P", etc. Se em uma dada configuração designarmos
por y , y', y" ctc. OS angiilos que cada uma das forças faz

com um eixo O^ parallelo a ii
;
por 9, ip', 9", etc. os ân-

gulos, que as projecções das forças dadas n'um plano per-

pendicular a R, fazem com um eixo OX situado nesse
])lano ; e por .r, y, x\ y', x", y', etc. as coordenadas dos
pontos d'ai)plicação relativamente a OX , e a outro eixo
OF situado no mesmo plano, sendo estes eixos ])erpendi-

culares entre si, acharemos que o binário resultante mi-
vimum para a configuração que considerámos é dado pela e-

quação
M=.% P Sen y (x Sen ç— y Cos <^);

e se o systema de forças gyrar 90° sobre i?, no sentido di-

recto, o binário resultante minimum respectivo será repre-
,
sentado por

^.' SEUIE. T. III. p. I. 24
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ÍV=j: P Sen y fx Cos
(f
+ y Sen 9»;.

As duas equações precedentes podem ser substituídas por

iV/=i: (xY — yXj-
'} (117)

iV= r rJT.Y -t- yYj^

sendo A', A', etc. Y , Y', etc. as componentes das forças

dadas, na primeira configuração, paralleiamente aos eixos OXy
OY, e X, y,x', y', etc. as coordenadas dos seus centros em
relação aos mesmos eixos.

Supponhamos agora, que partindo aquelle systema des-

sa contiffuração inicial , os três eixos rectangulares , consi-

derados como directrizes, gyrão de qualquer modo cm torno

da origem, vindo a occupar a posição OX'Y'Z'': as compo-

nentes X, X', etc. Y, Y', etc. não mudarão, e chamando

X , x\, etc. y, , y/ etc. as coordenadas dos pontos d'appli-

cáção em relação ás directrizes, as equações (117) nuidar-

se-hão em
AI'=i:fx,Y-y,XJ;

N^=zfx,X-\-y,YJ;

e como devemos ter em geral

x~ ax -+- a!y -\-a"z

;

yr= hx -I- h'y -t- h"z ;

acharemos pela substituição

M'^a zxY^ali: yY^a!'z zY—b iíxX—V-l yX—h\ zX;

N'=a ^xX-\-a'z yX-^a"f: zX-^b sxy-4-Z.'z yY-hb"i. zY;

isto é, em presença das designações (§ lio)

^/'= aF-f- a'F'-^ a"F"— bE— h'E '— b"E "
;

N'=^aE^ dE'+ á'E"+ bF-\-b'Fi-^ h"F".

Se chamarmos A' o máximo dos momentos resultantes TM*
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mma corrcspomlenles a todas as configurações qtie tpm
por plano flircclriz X'OY', aqufllo a que se referem as

equações j)receclonLeá , detluzir-se-ha dessas equações

+í Caa'+6òi; (EE'+FF'J Jr^(aa"+bl>"X EE"+ FF") + 2 («'""+ i''0"J (E'E<'-\- F'F")

J^ Z (aV- a'b) (EFi—EF) + (a'b"—<,"b')(E'F"-E"F')+ (a"b~ab") (E"F—EF"j,

isto é, todas as configurações em que a resultante R faz

com os três eixos fixos OX, OY , OZ três ângulos , cujos

cosenos sào c, c\ c', terão um máximo binário resultante

minitmnn dado jiela equação

K'=fi^cyfE'-^F'J+ fl—c'JfE'^-\-F''J^fl—c"'J(E'"-hF"^)

— 2cc' (EE'+FF') —ice" fEE''-hFF''J —2c'c" fE'E"+F'F"J

+ 2C (E'F"—E"F'J +2c' (E"F—EF") + 2c" (EF'—E'F).

A equação precedente empregando as designações do (§
107), c fazendo lambem

l= E'F'— E"F'; m= E"F~EF"; n= EF'—EiF;

muda-se em

A'-'=Cl—c';e+('l—(";/+ ('l—c'«;5í—Jcc'/i—»cc"i'—2c'c"j+2c/+2c'm-|-2c"n. ..(113).

127. Para o calculo das constantes , que entrão nesta
equaçÉlo suppozemos que os eixos directrizes OX', OY',
OZ' coinciíiião com os eixos fixos OX, OY, OZ na confi-

guração inicial
, que serviu para a determinação dos pa-

râmetros de rotação. Se portam na con li u:u ração inicial

supposermos feila a decomposição fias forças em relação a
outros eixos, sendo seni])re o dos z parallelo a R. esses
deverão considerar-se como directrizes, e os parâmetros
serão calculados da maneira que indicámos (§ 109): a e-

quação (118) subsiste do mesmo modo com esta interpre-
tação, visto que podíamos suppor que os eixos directrizes,

partindo da conli^uraçào inicial, viorão coincidir com os ei-
xos lixos, e eiitào os parâmetros de rotai-ão adquirem a
Biguificaçào, que lhes demos para deduzir a equação (118).

24 •
'
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Quando porém o.s parainelros forem calculados por raeio

tle tlous svslcinas troixos rectangulares, os cosenos c, c',

c" são os lios ângulos que li faz com os eixos lixos, e iião

ílos ângulos (juc. R forma com as direccues iiiiciaes das di-

rectrizes. Ueiieralisado deste modo o sentido cm que se

i)óde toniar a equação (IIU), ser;í iiiudl jjara o fuluro dis-

tin"uir o caso cm que os parâmetros de rotação se calcu-

larem em relação a dous systemas d'eixos, e por conse-

cuinte supporcnios d'ora em diante, (jue os eixos directri-

zes coinciílem com os eixos lixus na configuração inicial.

128. A equação (HO) peide sinipiificar-se consideravel-

mente adoptando o coinenienle s\&lc'ma de eixos directri-

zes, e partindo di; uma determinada corifiguração inicial.

!<e suppozermos pois que r.esla é a resultante R perpen-

dicular aos braços dos dous binários resultantes será, pe-

las formulas dos (§§ 107, 125)

e por conseguinte teremos

jK;'= ({ — c'; C+- (\ —c^'')f—2cc'h-^2c''n (119).

Se stippozermos do mais, que na configuração inicial as

directrizes OX', OY' se tomarão parallelas, OX' ao pri-

meiro eixo principal, e OY' ao segundo, teremos (§ Hl)

e como é em geral

n= -z xX r y Y— s yX z .rF=

=A B ' rScn C.YCos ^'A—Cos i?'A'Sen A'XJ=±AB' Sen »,

chamando w o angulo dos dous semidiametros conjugado»

A', B', adoplanilo o sigial superior, ou inferior confurme

os dous binários resultantes constituirem , na configuração

inicial, um systema direclo, ou inverso; e como é A'B'
Sen iú=/lB, a equação (U9) nas liypotheses indicadas re-

duzir-se-ha a

A:'= ^1— c'; y/'-t- (i—c"') B^ + tc^AB (120).
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Tara simplificar mais o enunciado das consequências, que
deduziremos d;i equação precedente, sui)|)i»reniO!> sempre

que na configuração inicial em <jue OA ', Oi ' lejn as di-

recções designadas, os dous binários resultantes são do

bystiMna directo. Se o contrario acontecesse
,

passando da

Contififiiração inicial para outra em que, conservando fixa

OX', as directrizes OY', OZ' tomassem direcções oppos-

tas íis primitivas, nesta nova configuração os binários re-

sultantes serião do systema directo , e por tanto seria es-

ta conliguração ,
que deveriamos tomar por inicial. Com

esta outra liypotliese a equação,

A''== ri—cV >4'-4- (X—c"') B''-i-2c"JB, ou

-£'=€= J5' + c'^A''-h (A^-^ £'; c"='-H 2 c"AB (líi)

dará com toda a generalidade o valor do máximo binário

resultante ininimurn K j)ara qualquer direcção de R, suji-

])ondo jior em quanto, que o systema de forças dado per-

tence a terceira classe, e que não é A=B , e sendo nes-

«a equação c, c', c" os cosenos dos ângulos que R laz com
os Ires eixos principaes positivos.

129. Da equação (121) se conclue que quando R coin-

cide com a dirccrão positiva do terceiro eixo principal,

caso em que c= c'=o, c'=l, é K=A-^B; se coinci-

dir na direcção negativa desse eixo, sendo então c"=— 1,

teremos Kr=+ (A— B), conforme for A'\.B\ se coinci-

dir com o primeiro eixo principal é c'=c"^0, c= +i,
logo K=B; e se coincidir com o segundo eixo ])rincipal

serJiK=A. Estes fres valores obter-se-hião lambem por
simples considerações geométricas. Com efleito seria mui
fácil de reconhecer a exactidão desses valores, se na con-
figuraçào inicial , em que se toma o eixo OZ perpendicu-
lar ao plano da eilifjsc de reducção , e paralleio a R, se
tomassem os eixos OX, OK de modo, que os dous binários
resultantes fossem os binários principaes

; porque então
entre todas as configurações em que R se conservasse paral-
Icla a OZ, K seria máximo quando X , Y, fossem simul-
taneamente perpendiculares a OX, OY, e teríamos nesse
caso Kz=A->rB, ou A'=+ (A— li) conforme fosse di-
recto, ou inverso o svslema dos dous binários resultantes:
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para todas as conlii;urnri"(\s cm qiio II fosse parallela a
OX , o liiiiario cunc^pondciite ao oixo OX , iiiío daria pro-

jecção no plano perpendicular a Ji , e terianios o máximo
K = li : e acharíamos iiiialmeiite o máximo K = A para

R parallela a Oi . Ora (í evidente que esses máximos va-

lores de A são indej)ondeiites do moilo como se faz a
«lecompusição das lurç.as na configuração inicial , mas de-

pendem j)ura e simplesmente das três posições iixas de R,
em que considerámos essa linha successivamente parallela

aos Ires eixos princij)aes.

J30. Aequaçào (121) mostra que é sempre A'-> 2 c"^2?

;

se supposerinos pois

A''-= 2 c"jn+^ (123)

a dita equação mudar-se-lia cm

ií6= c'r'jB=+ €>"-?•'A^-h c"'r' fA^-h B'J :

logo se para todas as direcções de R tomarmos no sentido

tlesta força, e a parlir do centro do S3Slema, uma i;rande-

za r
,
que satisfaça á equação (122), e designarmos por .t ,

y , z as coordenadas do extremo de r em relação aos três

eixos jirincipacs , a ultima'equação reduzir-se-ha a

/?«= /i=^=-t- ^ = )/'4- fA'^- B'J z' (123)

que representa um ellipsoide , cujos três semicixos são (lOl)

A„=^= B,; 1?„=-r=^n ^,r= = —— '

D MA^^B' \ja^-^b;

donde se v<* que a secção principal do ellipsoide (123) , a

<|ue correspondem os semieixos máximo, e médio ('; seme-
lhante á ellipse de redncção, e semelhantemente disj)osta,

e igual á liase do cylindro de rcducção dos eixos centracs

,

jnas Cdllocada de moiio
,
que os eixos homólogos são per-

])endi<-ulares. Clliamaremos á superfície dada pela equação

(123) ellipsoide dos momentos mciAimos. O valor tie C^, , mos-
tra que o scniicixo mininio é igual á distancia do centro da
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l>ase do cylindro de reducção á corda que liga os extremos

dos eixos da incsina base.

J31. Para conhecer os casos em que ó À'r:o, faremos

2c"AB-i-~=:o (124)

donde

rzz=.
lAB'

a possibilidade da equação (124) exige que no cUipsoide do9

momentos máximos não seja o máximo valor de r^~* menor

ou
, ...

que *:,,.; verificada esta condição, (124) e possível, pois
4 A'li

que o miiiimo valor de r*^' è: zero.

Para termos o máximo valor de r''z* supponhamos que
se fez no cili])SOÍde uma secção qualquer plana passando pe-

lo eixo menor; esta secção será uma ellipse cujo semieixo

menor é o semieixo menor C,, do ellipsoide , e cujo semiei-

xo maior designaremos por a, e leremos, contando os x no
sentido de a

r'=2:'-+-x'= z'+
-fi^ ^c,'-zy==a'- ^,^ z*

;

r^-.^^z^ (a'- ^-^/ z') = ;íV (l—J,) ^z*. . . (125).

No vértice de C,^ é r*2'=2*=C,,'* ; indagaremos porém o
^aximo valor de r^z' fora desse ponto. Então mostra a e-

quarào (125), que r''z'' cresce com a. Suppondo pois .^>i?,
será yy,! o semieixo maior do e!li|)soide, e por isso o máxi-
mo valor de r^z' é o que corresponde ao máximo de
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funcção de que evidentemente se obterá o máximo fazendo'"

valor possível, e será por tanto o máximo valor de

isto é, substituindo os valores de Au, C^,

—TÃ^^ ^'''^

valor máximo absoluto , visto que também para o vértice do

C.. teremos r'z' = C,^=
(A^-n^/ ^ TjFW ' ^"^^ ^

K=:0, isto é, haverá uma resultante única em todas as

coiiliguraçucs em que i? , existindo no plano dos semieixos

máximo, o miuinio yl^,, C^, fizer com o ultimo um angulo

cujo coseno

„ i?« R^z^ R<^ -g
'''

rÃBr" 2ÃBr'z^~ A„\AB A'

correspondendo esse aní^nlo a duas posiçuos symctricas de /?,'

ou r de ambos os lados do eixo C',^ , e nas quaes r~ ,
pre-

scindindo do signal negativo, é um máximo no cllij)soide.

E' fácil de ver que se fosse A <^ B , seria B^ "^ A^, e

teríamos
,
procedendo semelhantemente

A

132. Podíamos chegar mais directamente á conclusão do

§ precedente empregando só a equa(;ào (121). Procuremos

pois determinar o minimo valor do K, para o que suppondo

A^ B, mudaremos (12i) em

K'=B'-\- (A^—B^J c"+A'c"'±'2ABc",
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ou K'= (A'—BV c"+ (B-^Ac")-' («27)

donde se conclue que À'^ será nullo, e por conseguinte mi-

jiiino absoluto
,
quando tivermos

ia

c'= 0; B-h Ac"= o, ou c"= -j ;

equações que mostr3o que terào resultante única todas as

configurações, para as quaes existindo li no plano do jjri-

nieiro, e terceiro eixos principae.s , fizer com o ultimo, na

direcção positiva OZ , de um ou outro lado, ura angulo cujo

B
coseno c"=— —r-A

Se pretendêssemos conhecer o máximo absoluto de K,
suppondo ainda A "^ B , dariamos á equaç3o,(l21) a forma

À''= fA-\-Bc''J^— fA^—B''J c» (128)

que mostra que o máximo terá legar quando for c=: o, c''=: 1,

e por tanto c'—. O, donde

K=A+ B.

Este valor corresponde ás configurações em que R coincide

coni a direcção positiva do terceiro eixo principal.

Se fosse B '^ A , achariamos semelhantemente para o
máximo

c''=:l; c=:c'3=0; K=A-i-B;

e para o minimo

c= o; c''=:— -:£; ir=o.

133. Se supposermos A=B o ellipsoide dos momentos
máximos é de revolução , tendo por eixo OZ. Neste caso a
equação (121) rcduz-se a

donde
2.* SERIE T. m. P. I. 25
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K= A (\-\-c"j z=z-2A Cos^ \y,

fazendo c'':=Cos y, c excluindo o si^^nal— , visto qno K 6
uma quaiiUdadc positiva, (.'oino nunca é y > 100°, \ y deve-

rá só variar dosilf 0°, a((' DO"; vò-sí! pois qiio o maxinio va-

lor <\c K é tA para y =r:o, o (pie A di'cresce contimiamcn-
le crescendo -,, de mudo (juo sorá 7s.'=:0 j)ara 7=130\ isto

«S , o syslenia gyranle (iailo lerá uniu rejjullanU! única para

Iodas as conligurarõiís em qne R l.ivor a dirorçiio negativa

do terceiro eixo principal: será A'=:,'í para todas as conli-

ijuraçues em que R ior perpendicular ao dito eixo: o em
geral todas as conligiirações, cin cpie 7? lizer ângulos iguaes

com a direcção positiva do terceiro eixo jirincijial , terão

iguaes momentos máximos A.

134. Se o svsLema gyrante pertencer á segunda classe,

o valor achado (§ 120) n^ri + A/B' Sen u aniquilarse-lia,

pois que então necessariamente éy/' = o, ou/í' = o, ou
Sen u^=^0. íV<'stc caso snppondo que o braço do binário re-

sultante é parallclo ao eixo principal O.Y, teremos também

(§ 1 19)/"^= /i = o ; c^^A^=.\J i;".iA 4- i^i-y : logo a equação

(lio) reduz-se nestas liypotiíetes a

A'== fl — cV A\ ou K-A Sen «,

sendo a o angulo que faz 11 com o braço do binário resul-

tante, e ^ o n;oni(Mito niaxiniu desse l)inario : será pois ^
o máximo valor de A, o corresponderá ás conligurações em
que R for iierpeiidicular a esse braço ; l)avei';í resultante u-

iiica quando 11 tiver a direcção do mesmo braço em qual-

quer sentido; e em geral terão momentos máximos iguaes

Iodas as conlii;uraçnes , em (jue R fizer ângulos iguaes, oá
buj)plenienlos com a direcção do dito braço.

1'iualinente se o systoaia for da j)rin)cira classe é sem-

pre A= 0.

J35. Do que dissemos preoedcntemenle se conclua:

1." Sc cm um systema cvrante houver uma só direcção

de R para a (|iial e.\ista resujtante tinica em todas as confi-

guraçucs r('S|)ecti\as , o sysleuia ser;'i da 3.' Ciasse, essa di-

recção será a do 3.° eixo princijial negativo, c ter-se-ha

A^B.
a.* Se houv<-r só duas direcções jião oppostas de 7?, para
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as qiiaps exista resultante única em todas as configurações,

o syslenia u;yraiitc pertencerá á 3* classe, e o 3.° eixo prin-

cipal positivo será a linlia existente no piano dessas duas

direcções de i? , e que bisecta o respectivo angulo, cujo va-

lor se tomará sempre > H>0".

3.* Se iiouver bó duas direcções oppostas de R, para as

quaes existe resultante única em todas as configurações , o

systema ])crtencerá á 2.* classe, coincidindo o braço do bi-

nário resultante com essas direcções de R.
4." ISe houver mais de duas direcções de 7?, para as

quaes exista resultante única em todas as configurações, o

systema peri encera A primeira classe, e terá resultante úni-

ca em todas as configurações.

136. Todas as direcções R, a que corresponde o mesmo
momento máximo K, são evidentemente determinadas pe-

los raios vectores r, que simultaneamente pertencem ao el-

lipsoide dos momentos máximos , e á superficie de revolu-

ção dada pela equação (122)

"
(129).~ K^—íAB Cos y

As duas curvas d'intersecção destas duas superfícies darão 09

r que satisfazem á condição requerida. A superficie (129)

,

que tom [lor geratriz uma curva da 4." ordem , encontrará
sempre a direcção negativa do terceiro eixo principal, e
]ior conseguinte será sempre uma superficie fechada para
esse lado. A distancia desse ponto d'intersecção ao centro do
systema ó

R^

e por conseguinte será r'=>-<; C,, , conforme for

A'-^ 2AB^<:> A'-\- B"

,

isto é,

K=<c>A-B,
suppondo A'>B. No primeiro caso a superficie (129) (oca o
ellipsoide no extremo inferior do eixo 2 C, . Em quanto for
J^'>2AB, a superficie (129) encontrará também a direcção

2ã «
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positiva (lo tcrooiro fixo prinripal , isto é, ser;í inleiramen-

te fechada; st-iido K^=lAB esse eixo será uma assympota

(la siipurlicie (129); o sondo K" <^'2 ylB , haverá unia pyra-

iiiide cónica recta assymptotica de base circular, em que a

inclinação do eixo sobre qualquer geratriz é daila pela equa-
ção

2 AB 'Cos y-

137. A determinação analytica de todas as direcções de
R, que correspondem a um mesmo valor K, obteai-ie la-

ciliueiite empregando a eíjuaçào (120)

donde se deduz

Bc"=— A±\/ K'-^- fA'—B'Jc' , (130).

Suppoiído para mais facilidade A^B, a equação (130) da-

rá sempre valores reacs para t"; mas alem disso para que

lenhamos soluções ))ossiveis , é necessário que
,

para qual-

quer valor arbilrariameiíte tomado para c , tenhamos sa-

tisfeita a condição

(131)

a qual obriga a excluir o sicnal — no radical da equação

(130) ,
pois que do contrario devendo ser

JBV"-t- B'c'= {a -h sTK^-^fA^^BV c')V B'c'= < B\

teríamos, fazendo c=Cos «,

4-V^'+ í^i'-Ji"J t'=<£Sen u-A,

o que é impossível sendo A>B. Logo (130) reduz-se a

Bc"= -A-V- \/'K'-\- (A'-~B')c\ (132)

devendo ser ainda
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(_-^-|- ^J K'^ (A'-B^J c')'=<ZÍ^ Sen' « (133).

Se supposermos

VA''+ fA''—n^J^>A, ou K^yA^—fA^—BV c*. . . (134)

concluiremos de (133)

A''-i- fA'—B') c'=< (B Sen -+ ^;S

donde

A'=:<2?-1-yí Sen « (135).

Suppondo porém

y/K"-+(A'—B'jc'<:^A, oiiK' <^A'—fA''—B'J c^. . .{13C)

concluiremos

r--h (A'— B^J c'^> fA—B Sen aj\

donde

A'=> A Sen c. cri B (137).

Finalmente suppondo

A''=v/^— fA'—B^J c' (138)

a condição (133) ,
que se reduz a

= <i?" Sen" a,

é sempre satisfeita.

Ora o seíTundo membro de3

a:»><=^'— (^'— BV c'
•

reuni.lo das três hypotlieses (34, 3C , 38) é sempre compre-
houdido entre
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fj Sen « 00 BJ% (A Sen a+ Bf
quadrados dos limites das condií^õcs (37, 35): logo resu-

mindo a discussão jirecedente, vê-se que K, ou c podem ser

tomados arbitrariauienle com as restricçues

A'=>^ Sen a <D B , K=<;^A Sen «4-2? (139).

A equação (132) mostrar«nos-ha por conseguinte, que para
cada grujiQ de valores K , c quo satisfaçào ;!s condições
(13'J), haverá duas direcções de R S) metricamente colloca-

das em relaçSo ao primeiro, e terceiro eixos princi])acs, e

para as quaes K terá a mesma grandeza.

138. Para qualquer direcção do R ha. sempre duas confi-

gurações, distantes 180% para as quacs existe resultante u-

jiica. Para determinar todas as contiguracòes em que esta

propriedade se verilica , devemos na equação achada (§ 126)

M'=a ^xY+ ci-L y Y+ «'' t zV—b z xX— b' z yX— b'' z zX

suppor il/'=0. Para chegar a obter as condições mais sim-

jiles , convém adoplar um systema particular de eixos fixos

c de eixos directrizes , e partir d'uma contiguração inicial

determinada. Podemos suppor que os eixos lixos OX, OY
se toinào na direcção do |)rimciro . e segundo eixos ]iriiici-

jjaes
;
que se adoptão os eixos directrizes OX', OY^ em re-

lação aos quaes os dous binários resultantes são os princi-

paes; e finalmente que se considera a configuração, que
jios deu a equação (116, § l'i5), e em que OX' é parai-

lela a OY , e ÒY' a — OX. Essas hypothe&es farião des-

apparecer quatro termos do valor de M' \ podemos porem
obter um valor igualmente simples, a(-optando uma configu-

ração inicial em que também seja M'=0.
Partindo da configuração a que correspondem as indica-

das posições dos eixos, laça-se rolar inversamente í)0* o sys-

tema directriz sobre 0~' ; as forças positivas A'^ , F, que se a^

chão applicadas aos eixos positivos OA', OY tomarão o .sen-

tido positivo desses eixos, e visivelmente será então ilí'=o.

Tomaremos pois esta configuração como inicial, e pelas hy-

poljieses que fizemos acerca das direcções dos eixos fixos,

e dos directrizes, é claro que teremos
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s xY= i,zY= xyX^ zzX—O;

r xX^A; zyy=B;

logo para todas as configurações em que M'= O, deverá ser

a'B~bA= o (HO)

equaç3o ,
que pelas formulas d'Euler (78) se muda em

(Scii f Cos + Cos Õ+Coaç Sen +) fi+ (Sen i Coâ p Cos Í+Senf Cui +) ^=0. . (141)

donde se deduz

. , ,
y/ Cos e-t-i? riio^

E' f;icil demonstrar que esta equação substilue completa-

iiUMito acíjuaçào (141), ainda quando seja zeío qualquer das

«piantidades Cos 4-, Cos 9, B Cos Q-{-À pelas qnaes a ulti-

ma foi dividida.

139. Da equação precedente concluiremos
\.° Dada uniaqualquer direcção de R, isto é, fixado a

nlano directriz X'Y', ou os angufos o, 4- que o delerniinão

,

naveril sempre duas configurações a que correspondem os

ângulos ç , ?> + 180°, para as quaes existe resultante única.

2.* Se supposermos e=0, evidentemente podemos to-

mar arbitrariamente a grandeza do angulo 4., e teremoá

tg9=— tg 4, , isto é, a supposta intersecção determinada
pelo angulo 4. deve retrogradar 4,, ou 4,-1-180° para repre-

sentar as duas ])osições da directriz OX', correspondentes
.*ts duas conligiiraçõe.s em cjue iia resultante única, isto é,
essas configuraç(5es são a inicial, e a que resulta de, a par-

tir dessa configuração, fazer rotar o systema de forças da-
do luo", sobre o eixo fixo OZ.

3." Suppondo 6= 180", 4, é também arbitrário, e tere-

mos

o systema dos dons binários resultantes é então inverso, e
be A, tí B fyrein diirertiiLes , teremos
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ti;- 9=tg ^, Ç^^i, ou (prZvH- 100°;

doiule se conclue que as duas configurações cm quo ha re-

sullantc única tleU'iininão-sc , ulna rolando o syslema 180*

sobre a posição inicial da direcLriz OX', a começar da

contigura(-ào inicial , e outra fazendo gyrar o systcma 180

sobre o li correspondenie áquelia j)rimcira coiitiguraçíio

em que ha resultante única, e a partir da mesma.

Se porém for A=.B, teremos tg ç = — , isto ó, ha-

verá resultante única para todas as configurações em que

for e = 180°. Com cfleito (§ 13.3) para ^A' = O , tercnuíS

Cos 6 =:

—

I, sendo^=7?. Delerminando peio principio de-

monstrado (§ 42) o centro das duas forças rectangulares

A', F, ver-se-ha que, no caso actual, o centro do syste-

nia coincide com esse centro, como aliás era evidente.

4." Suppondo A>B se for

A Cos 9-t-i3= 0; 4,= 90", ou 4.=: 270',

a equação (142) dará tg 9= 35.0, isto é, 9 indetermina-

do: Ic-^o haverá resultante única para todas as configura-

ções em que ií , existindo no plano dos eixos fixos OZ

,

OX fizer com o primeiro de um , ou outro lado um an-

eulo 6 dado pela equacSo Cos 6=— -^, o que já tinha-

mos achado (§§ 131, 132).

i.' Se for A-CB, e tivermos

B Cos o-hyl— o, e ^ = 0, ou4,=:180°,

(142) dará tg 9= — , isto é, 9 indeterminado, como tam-.

bem se viu (§§ 131 , 132).

C.° Se supposermos A— B, teremos sempre

ig '^—— ^S ^>

equação que se traduz na seguinte constnicção geométri-

ca: para termos todas as configurações em que ha rosui-



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. 1G6

tanto iinica devemos , a partir de qualquer das duas confi-

gura(^ues iiiiciaes em que K é resullanle única , eíTeituar

todas as lotações possíveis do systenia d'eixos directrizes ,

Sobre cada uma das rectas que existem no plano dos dons

primeiros eixos principaes. Esta coiistrucção dá evidente-

mente resultante única para todas as couíiijurações em que
R é opposta ;í sua direcção inicial.

7." rinalmeiíte se o svstema de forças dadas pertencer

á 2." classe (§ 1)8), uma das duas quantidades A, B deve
aniquilar-se. Suppondo pois J5=:0, e por conseguinte o
braço do binário resultante parallelo ao eixo fixo OX , a

equaçilo (142) reduz-se a

*-*Cos 9=: Cot ^ ig ^

,

que mostra, que em todas as configurações em que ha re-

sultante uijica , deve o plano directriz X'OZ' passar pelo

eixo lixo OX , e reciprocamente. Esta conclusão é aliKs

obvia, altendendo a que em um systema de forças reduzi-

veis a uma força, e um binário gyrantes, as configurações

cm que ha resultante única , são aquellas em que a dita

força ò paralleia ao plano do binário.

140. Para determinarmos agora todas as configurações

em que , para a mesma direcção de ií , o momento resul-

tante minimum é máximo, ou minimo, isto é, tem a gran-
deza -*- A , ou — K, designemos por C, qualquer dessas

confiiruraçues; por C a configuração que desta se obtém
fazendo rotar o systema inversamente 90° sobre R; a. O
corresponderá resultante única. Chamemos C, , C as con-
figurações análogas a C^ , C quando R coincide com o ter-

ceiro eixo principal positivo OZ.
A configuração C deduz-se de C como vimos por meio

da equação

t _ , , ^ Cos 6 + 7?

Sejão semelhantemente <p^-, \^, í os ângulos que ligiSo os ei-

xos directrizes de C^ aos de C, , teremos

4,,=^— 90'; )),= * 4- 90*;

equações que mudão a precedente em
2.' SERIE T. Ill P. I. 2C
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A Cos e+«
Cot 9),=— Cot 4-1 B Cos e + ^i

'

OD
. .

,
li Cos 6-+-^ f,4 0\'-^=-'^^' AC^J+-B ^'"^-

Desta equação podernmos inferir concliiSíTes inteira-

íTicnte semelhantes ;ís (|uc nioiicioii;ímos no (§ l'i9), adver-

tindo que a c<jnligura<;ãõ iiii«'i;»l ó aiifura a(|iic'lia em que

coincidindo R coui o eixo positivo OZ , o nionienlo resul-

tante ininimum tem o valor máximo, ouminimo, yl-\-B,

ou — (.44-ii), e as conllguraròcs dadas ])elos ângulos 9,,

ç_(_180" são iíualmeiito aijueilas que tem niomcnLos resul-

tantes minima máximos, ou minimus.

141. Será conveniente |)orèm distinguir as duas series do

ooniiírurarões , a que correspondem os momentos máximos,

e minimos, indicando claramente a ligarão geomeirica das

posiíões successivas do systema directriz em cada uma
dessas series.

Suppoiíliamos pois que na configurarão inicial o mo-

mento resnltanto minimum era máximo, eqne pretendemos

conliecer todas as conligurarõos a que corr(>sponflem mo-

mentos máximos. A equação (143) resolve eita questão, u-

ma vez que designemos para cada valor de 9, e de 4,, qual

dos anctilos <p, , ç -f- Ifio" deve ser adoptado.

Para evitar a ambiguidaiie, que acompanha o valor de

9 dado pela eipiação ( 14-3) , recorreremos á equação es-

tabelecida no (íj 12»;) para representar um momento resul-

tante minimum qualquer, isto é
,

Mi=atxY+ a'l.i/y+ a"ZzY—bZ.vX-~b'-Zt/X—b"ZzX,

a qual se simplifica excessivamente na hypolhese actual de

que a configuração inicial é aquclla em que a directriz

OZ' tem a direcção e sentido do terceiro eixo principal

positivo O.Z\ sendo juincipaes, e do systema directo os

dous binários resultantes, e sendo nlaximo o binário re-

sultante minimum : nestas hypotheses teremos, como é fá-

cil de ver

xyY= xzY= xxX=^ t:zX=Q;
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r xY=B; i:yX=— Â;
e aot tanlo

M'=aB-^VA,

ou empregando as formulas de Euler

Jtf'=^Sení>^Seni, (BCoii-\-J) + Cos p^ Cos 4-, (B-\-JCoiò) (144).

Esta equação fornecerá sempre o critério necessário para

conhecer qual dos dous valores de
(f>,

dados pela equação

(143) deve ser adoptado.

J42. Para exprimir facilmente a correspondência dos

quadrantes a que devem pertencer (ji^
, 4-,, chamaremos qua-

drantes horisoiilaes o 1.°, u 2.', ou o 3.", e 4.°; quadran-

tes verticaes o 1.', e 4.°, ou o 2..", e 3.°; quadrantes op-

postos o 1.% e 3.% ou o 2.% e 4.*. Com estas denomina-

ções formaremos facilmente o quadro seguinte, que noa

servirá para o critério das equações (143, 144)

?,, 4'! «S Çi. Ig 4-, Sen 9^ Sen,]/, Cos+, Cos^,

1. Do inísmo qua- ")

ilfíimo do mesmo signal positivo positivo 1

t. De quadrantes
|

hi)rÍ5onlaes de differente signal positivo negativo '

ci a^)
S. IJe quadrantes

i

^
''^'

verticaes. ^ de differente sigtial negativo positivo

4. De quadrantes

oppostos do mesmo signal negativo negativo

Isto supposto , imaginando primeiro que nenhuma das

quantidades J , 13 so aniquila, isto 6, que o systema gy-
rante é da terceira classe, teremos a considerar os seguin-
tes casos :

1.' A>B; Cose>— -?-.
A

Neste caso sorão positivas ambas as quantidades B Cos 6 + A,
ACos6-\-B; logo pela equação (143) teremos tgj,,, tg (p,

de differente signal, e por conseguinte terá logar o n.'

2, ou 3 do quadro (145); mas na equação (144), o n.' 2
faz M' negativo; logo 4- , e 9, pertencem a dous quadran-
tes verticaes.

Por conseguinte se tivermos 4,, = , ou 4., = 180*, ou
4', = 30°, ou 4-,= 270', teremos respectivamente ?>,= , ou

26 *



1C3 MEMORIAS DA ACADEMIA REAL

9,= 180°, ou 91=^270% ou (jjrrpo'. Estes quatro casos dcJu-
zir-se-hião tauibeiu directa e facilmente da equação (14i).

2/ ^>P; Cos 9=— ^-.

Teremos A Cos 6+ jB— o; R Cos 6 4-^ positivo, e (144)
iiiuda-se eui

itf'=— Sen <p, Sen
,J.,

("2? Cos ^-\-A);

logo para 4/, < lííO°, ilí' scr;í máximo quando 9,= 270°; e

])ara,l.y > 180", 71/' <; máximo quando (j)/=9o". So fosse 4-,=0,

ou m 180". seria sempre M'r= o, o que concorda com o

que adiámos (§§ 131, 132, 133).

3.' A> Bi Cos 9 < ^BA
Teremos A Cos 8+B negativo, A+B Cos 6 positivo: lo-

go peia eqiuição (143) tg 4-, , tg 9, tem o mesmo signal , e

j)Or conseguinte terá Jogar o n.° 1 , ou o n." 4 do ijuadro

(145); mas on." 1 faz M' negativo: logo 4-,, ip, são de qua-

drantes oppostos : logo se tivermos 4-, n o , ou4/^r^ 180°, ou

,j,r=9o°, ou 4-^=^270°, teremos respectivamente <p,= 180", ou

<fi^=:0*, ouçi;=:270°, OU ip, =: 9o".

4.' A<B; Cos e>— ^.

Conrlniremas como no primeiro caso, que 4/,, e ç>,
perten-

cem a dous quadrantes verticacs : e para 4-^ =r 0,4',^^ 180°,

4,^r:!)0°,4/;r:270°, Lei--se-ha respectivamente í>;=0°, (^^=180",

f, rr:270% p, = 90".

5." A<:,B; Cos 6=— ^-.

A equação (H4) reduz-se a

iI/'= Cos p, Cos 4-, rU-í-^ Cos 9;,

e, sendo sempre positivo o ultimo factor, M' será máximo para

ç—0°, síonilo 4,, do 1.*, ou 4.''(iuadraiite ; ou para 9—180', sendo

4, do 2.', uu 3.° quadrante. Se fosse 4-^^=90*, uu4/,=27o", Leríamos
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M'= o para qualquer valor de ^, , como achámos (§§ 131,

132, 139).

6." A<B; Cos e<—^•

Neste caso a equação (143) mostra que tg4., , ig f, tem o

mesmo signal , o que corres[)on(le aos uumerus 1 , 4 do qua-

dro (145); mas o n.° 4 faz M' negativo; logo ^^ , ?>, são da
mesmo quadrante: logo teremos simuitaneamonle 4-^=?>=0,
ou i^ =9, = 180*, ou 4,^=p^=: 90°, ou4.^=íi, = 'Z70°.

7." Se sujiposermos que as duas quautiilades A, B sSíO

iguaes, a equação (143), (não suppondo 6= 1B0°, donde
Á'=o),dií

tgí,=— tg4.,

;

e a equaçHo (144)

M'=J (l + Cosfl) (Cos>J/, Cos?,— Sen^i, Sen4-,) =y/(HCo38) Cos (>P,+ Í),);

a primeira destas equações correspondo aos números 2 , 3

do quadro (145); mas o n.° 2 faz M' iiegaiivo ; logo?»,, 4-,

serjlo de quadrantes verticaes, isto é, ^zr

—

^^ , ou f, +4-,
=:3G0°, domle

iM"'= ^(H-Cos 9),

como achámos (§ 133). E vè-se também que para obter
todas as conficuraçôcs, a que correspondem os máximos
inomeiílos re.sullantes mínima, devcr-se-ha fazer gyrar do
qualquer inodo o systema directriz sobre nma recta qual-

quer situada no plano tio primeiro , e segundo eixos piin-

cipaes , e a partir da configuração inicial.

Kcsumindo a discussão precedente, vô-se que:

« Se na equação (143) for positiva a fracção —í-tJ^ is

»

' ^ ' *^ '^ A Cos 9 -í- 1?

'

4-,, e ^, pertencerão a dous quadrantes verticaes.
h So for negativo o numerador J} Cos 6-H^, 4, , ip perten-
cem ao mesmo quadrante.

c Se for negativo o denominador A Cos e-i-lf
j 4,^, ^ per-

tencem a quadrantes oppostos.
d Se f.ir zero o numerndor, será çz^O para 4.^ dol.°. ou 4."

quadrante; e será ç = 180° para +, do 2.*, ou 3.' qua-
Urunlc.
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c Se for zero o deiioniinailor, será çi,^270° para ,),,<[ 100*, G

?,
— 90" para 4-, > I80".

y Se o scguiulo membro de (143) se reduzir ú forma ^, ou

OX =>
) ?, sord iiulelermiiiado , e K=0.

0." FinalmeiíU! Ke supposcrmos
, que uma das quantida-

des j4 i
Ji SC aniquila, isto é, que o systema i;}'rante

dado é da segunda classe, como neste caso nào é didermi-

aiailo o plano cm que temos contado os ângulos^,, será

mais simples , em vez de recorrer ;5s equações (143, 144),

referir as posições do syslema directriz, que dá os máximos
momentos resultantes minima, á direcção do braço do biná-

rio único resullanlc.

Supponhanios j)ois /?=0, e por conseguinte ^/repre-

sentará o momento inaxjmo do binário resultante , do (jiial

seja a o braço e i*' a furça correspondente positiva. Para qual-

quer direcção de/í, o momento resultanle minimuin será má-
ximo, ou miuimo quando as projecções de o, e /^' sobro o plano

perpendicular a R foi em entre si jierpendiculares : lo^o em to-

das as configurações em que ha momentos resultantes miniina

máximos ou minimos, a, e i*^ s;io perpendiculares. Em qual-

quer destas configurações é também fácil de roconliecer, que
o momento scr;í máximo, ou miiiimo, conforme a disposi-

ção de B , e F for tal, que jp tenda a produzir uma rotação

directa, ou inversa em torno de i2 , e por conseguinte R
tenda também a produzir uma rotação directa, ou inversa

cm torno de F.

J'ara obtermos pois todas as configurações em que é
máximo o momento resultante mininuim , tomemos uma
configuração em que sendo H, e F perpendiculares a a,

qualquer dessas forças tenda a ])roduzir uma rotação dire-

cta em torno da outra : partindo dessa configuração inicial,

ou de outra qualquer Cjue se deduza delia por uma rota-

ção sobre F directa, ou inversa, e <; 90°, todas as conli*

turações a que se chegar j)or uma rotação qualquer ein

torno de «, serão aquelías a que correspondem os uionien-

4os máximos. Sendo R, i^ parallelas ás directrizes O.Z',0X'

6 claro que a posição daquellas forças fixa a posição do sys-

teroa directriz. Haverá resultante única em todas as confi-

gurações, em que R, ti a coincidirem na mesma direcção.

È' inútil considerar os systemas gyranles tle 1." classe,

jiois que nestes não ha binário algum resultante, istoé, se-

rá então y4= J3= 0.
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143. Pelerininada a posiçílo do systpma direcíri/, que

corn'spondc a imi máximo ii)om<,'iito resiiliante niiiiiimnn
,

IrrcMnos polas equações (104, ll<>) a grandc/.a c; dirccçãa

<lo
f

, e por conseguinte fica tielerminada a posição do oixo

central dos momentos; a posiçàu deste ei.\o , a grandeza e

sentido de ií , e a grando/.a do momento resultante niini-

inum correspondente completào a avaliação btalica do syste-

nia gyranle na conliiíuraçjlo, que se considerou.

1-14. Para (piaUpier conligiiraçào , em que não seja máxi-

mo o momento resultante minimuni , represcntar-se-ha sim-

])iesinen(e o systcma gyrante peia posição do eixo central

daJa pelas et|uaçôes (104, 116), pela grandeza, e sentido

de li dado pi^la directriz O.C", e pela grandeza e sentido do

momento rtisultante minimum
,
que são dados em geral pe-*

fo equação

.1/ '= a YxY+a'tyY+a"j:zY— l E iX— b'ZyX— h"TzX.

a qual. suppondo que se adoptarão as hypolheses do (§ 130)j

se reduz a

M'=a'n— bA (I4G)
,

e, adoptando as hypotlieses do (§ 141), muda-se em

M'=aB-^h'A (147).

145. O momento resultante minimum M' em qualquef
conliguração pôde também exprimir-se pelo máximo momen-
to resultante minimum K

,
que corresponde ;í direcção de R

para a conliguração dada, e pelo angulo o) que indica a rota-

ção , que dev(! ter logar sobro R, para se passar da configu-

ração
,

qn(! dá o momento JiC para aquella, em que o mo-
mento é M'. Com elleito é fácil de ver que teremos

M'=K Cos ui.

Para determinar o angulo w, acharemos pela formula (143) o
angulo ç^ ipie corresponde a /í, e suppondo que ó 9' u an-
gulo que correspuude a M', leremos

CO= ç'—
9,

.

HG. O valor M' dado peia equação (H6) suppõe
,
que
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na configiirariío inicial as forças positivas A', , F^se aclião appli-

cadas a pontos ilo sciitiilo positivo ilos eixos OA', OV. Se porém
loniarinos j)or configurarão iniciai a que se docliiz dessa, fazen-

do rotar osysteina directriz 100° sobre R, X^, Y, aciíar-se-

hão apjilicadas a pontos do sentido negativo dos eixos OX,
OY, leremos

j.xX=— J; -LtjY^— B; •íyX=Y.'zX—J.xY=iXiY=<i;

e (HG) muda-se em

— M'=a<B— hA.

Semelhantemente na equação (147) suppondo que a confi-

guração inicial é a que se deduz da supposta nessa equa-
ção por uma rotação do 180" sobre R , teremos

X xY = — B; xyX=^A; xyY=z zY=' xxX=: i:zX=:0;

e (147) converte-se em

— AI'= aB+ b'A.

Reunindo as duas hypotlieses será

±M'-a}B— bA (140),

tomando por configuração inicial uma daquellas , em que
R coincidindo com a direcção positiva do terceiro eixo

j)rijicipal , for Tlí ' = 0.

li teremos

±M'= uB-^h'A. (149)

tomando por configuração inicial uma daquellas, em que
lendo R a direcção indicada , tiver IW a grandeza niaxi-

nia A-\rB, ou mínima

—

fA-hJi).
Será por tanto nas hypotlieses da equação (148)

,

31' = ^ sendo a'B— h A=o (150)

e nas hypotheses da equação (149)
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M'= 0, sendo aB-\-h'A=0 (151). :

147. As equações (143, 149) dão, cnlre as confiírnraçõcs

correspondentes á mesma direcção de R, as duas em que
M' é máximo, ou minimo ; e para isso não lemos mais
que exprimir a', b, a, IJ pelas formulas d'Euler (7C) , e la-

zer -,— =:o. Desse modo deduziremos de (143)

(Cos ? Cos ^ Coj 6— Sen ^ Sen \) ^ + (— Sen ^^ Sen (p Cos 9 -(- Cos ç Cos 'l') jÍ=0 ,

isto é

,

h'B ^aA=Q (162).

Semelhantemente obteremos de (149)

(— Cos ip Sen ^]/ Cos 9— Sen çi Cos ^^) BJr (—Sen ip Cos + Cos 8—Cos (f
Sen 4-) A=0[

que equivale d formula achada (143), ou a

hB—áA=o (153).

As formulas (143, 149) uma vez que se decm as condições

(152, li3) Iransformão-se respectivamente em

_, ,,, aa'A , j Acc'

±M'==^+h'A=^^é^;

expressões simples dos momentos máximos, e mínimos, sen-
do na coníiiriiraçãú inicial 3I'=0, ou M'=+ K

Ha. As formulas (150, 151, 152, 153) dão uma repre-
flentaçào mais clara das confi^ruraçOes em que é M'=o,
ou M'=+K, se as definirmos por meio do systcma d'an«
gulos (j), X , y , z.

Pelas formulas (79) mudar-se-ha (150) em

(Cos » Sen «-h (1—Cos«) Cos X Cosjí) fi+ (Cos » Sen «— (l—Cos »r) Cosx Cos>) ^=0 (lfi*>

donde
í* SERIE T. ni. p. I. 27
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1 -^ Cos (i) Cos z A-\- B
Sen 0) Cos X Cos y' A— ii

'

ou

. , Cos z A-hB /.,,\
^S'''-C^a:-CoT-y-:TZru ^'''^-

Do mesmo modo (151) transfonna-se em

(Cos«+ (1 — Cos«; CosV) ]i^(Cosu-]- (1 — Cos«) Cos»^) J=0,

donde
^ ^ Cos*i/-t-í?Cos'.r .,_.— Cos u= --r——,- n^T 2 - (15C)

Como (152, 153) se deduzem respectivamente de (151, 150)

j)ela troca reciproca de A, B, concluiremos de (156, 155)

como transformações de (152, 153) as seguintes

~Cos„=^ -^^°^'-^-^-?^-"^'y
(157)

. I Cos 2r A-\-B fir,n\— tg ^ o.— ^ ^ . -j- íj (IjO).
Cos X Cos y A— Ji

As formulas (155, 156) dão as configurações em que ha re-

sultanle única; (157, 158) aquellas em que M' é máximo,
ou minimo.

149. A posição dos eixos fixos OX, OY a que se refe-

rem os ângulos x, y 6 nas formulas (156, 158) a que resul-

ta, por meio d'uma rotação de 'J0°, ou 270" desses eixos so-

bre OZ', partindo da posição deiles correspondente ás equa-

ções (155, 157). Refiramos por simplicidade todas- essas for-

mulas aos eixos OZ, OX, OY, que sào as direcções positi-

vas dos três eixos principaes: em vez de (155, 156, 157,

158) teremos as seguintes equações

, __ Cos Z A+B /,cn\
^S-"= Cos:.Cosy ÃZTB ^'''^

-cos.=4^^^^^j^"K^ (iGo)
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_Cos «= ^ Cos'jr-4-.g Cos'y (Id)

tffi«= __9^LI_. :^_±4 (162).
° ' Cos X Cos y A—B

150. Para discutir as formulas precedentes supporemos

primeiro que A, li não são zero, nem iguaes. Nas formu-

las (159 , Itíl) parte-se d'uma contiguração inicial em que é

il/'=0, seudo R coincidente com o terceiro eixo principal

j)Ositivo : e nas formulas (IGO, IG'^) suppõe-se que tendo R
a direcçiío indicada na contiguração inicial , é então M Bia-

ximo, ou mínimo, isto é
,

M'=±fA-hBJ.

As formulas (159, 162) mostrão que para o mesmo eixo de

rotação :r, y , s a rotação a que dá il/'=0 , havendo resul-

tante única lambem na configuração inicial , é igual á rota-

ção CO que dá 31' máximo, ou mini»no , sendo lambem M
máximo, ou mininio na configuração inicial.

Pelas formulas (lOt), 161) vé-se também que para o mes-

mo eixo de roiaçãosãoarithmeticamenteiguaes as rotações «

que dão M'=o, ou M' máximo, ou minimo, partindo

respectivamente de uma configuração inicial em que seja

M máximo, ou minimo, ou M'=o.
Nas formulas (159, 162) ^ tem sempre um valor pos-

sível qualquer que seja o eixo de rotação. As formulas

(160, 161) equivalendo a

P„, A+B— Cos a= —;—; = ri r— 1 ,A &ou^jr-t-iy boa 1/

ti terá segmente valores possíveis quando for A -\- B= <^
2 (A Senhor -t- 5 Heii^yJ , ou

A Cos 2 a-t-Z? Cos 2 y^<^o.

As formulas (159, 162) deixão de ser verdadeiras quan-
do se ap|)licão ás respectivas configurações iniciaes , pois
que então sendo indeterminados .r

, y , z comtudo é deter-
minado «, e = 0.

27 •
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Com eflbito a equarào {\í>-l) é satisfeita para i,.= 0, e

delia não potienios concluir aiialyticainente nesse caso a e-

quação (lõó^.

As equações (IGO, ICl) não soflrem restricção alguma
visto que forão (loduziílas de formulas absolutamente ver-

dadeiras ,
que se dividirão por .-/ Seu^^.r -t- B Sen'y, que

nunca pôde ser zero. Essas formulas darão sempre «^]>U0",
e= <;270°. Como é sempre ».<^3G0'' as formulas (159, 16'i)

d3o para cada posiçSo do eixo de rotação x
, y , z um só

valor para^; nas formulas (160, IGI) pnra cada eixo de
rotação, achamos para « dous valores « , 3tío'— a.

Na formula (159) , como se pódc partir de duas confi-

gurações iniciaes jiara as quaes é M'= O, teremos duas

series de rotações » correspondentes ás diversas posições do

eixo de rotação, e que dào todas as configurações em que
ha resultante única. Adoptando-se qualquer daquellas con-

li"urações itiiciaes a formula (159) dá a outra, por quan-

to para Cos 0=1; Cos a==CJos y = O , temos <j= 180".

Para todas as rotações que se tizerem sobre o eixo

OX, ou sobre OF haverá resultante única, pois que acha-

mos então tg
3f

„= ^.

A formula (Itío) dá quatro series de configurações em
que ha resultante única, duas das quaes co.-respondem á

configuração inicial em que ó M'= A -^ B , e as outras

duas íí configuração inicial 31'= — (J+ B). Quando for

jc = o, ou ;r=IOO'' as quatro series confundem-se em só

duas configurações, em que é «=90°, ou =270°, e Cos x
= Cos i/= 0. Eixo nenlium de rotação dá « indetermina-

do.

A formula (llíl) dá também quatro series de configu-

rações em que é 71/' máximo, ou minimo , corresponden-

tes duas á configuração inicial , em que as forças positivas

X , y dos binários principaes tem a direcção dos eixos

jiriucipaes positivos OX, OY , e outras duas áquella eia

que essas forças tem direcções 0|)postas ás indicadas.

Para conhecer se é maximum , ou niinimum uma con-

figuração corre.spondente a um grupo de ângulos u, x, y,
z que'satisfa7.em á equação (loí), dever-se-ha examinar se

çsses ângulos tornão AÍ' positivo, ou negativo na equa-

ção (14i3), a qual pelas formulas (79) se muda em

^ M'=Coi 3 Sen « (A \-I!) + í'1— Cos ^) Cos x Cos y fZÍ— ^; . . (16S).
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A formula (1G2) dá duas series de configurações máxima,
e iniiiima correspondentes ás duas configurações iniciaes

M'=A^B; M'=— (A-^B).

Partindo de qualquer destas configurações , reconheceremos
se uni systeina qualquer de ângulos x ,

y,z,u que satis-

fiizeni í equação (Itii) corresponde a um maximuin, ou a

un) niinimum , conlbrnie for positivo, ou negativo o valor

de M' dado pela equação (149) que equivale a

+ itf'=Co3 .- (H Sen'x-\-A Seií-y; +B Cos=j:+ ^ Cos'j, (164).

151. Se suppozermos A=l} as equações (159, 1G2) dSo

conforme for, ou deixar de ser Cos ;:=
t& í " = ?, ou tg ^ «= co,

resultados que igualmente se obtém da equação (154), a

qual além disso, não sendo Cos z z=.o , dá também m=:0.

Logo se for Cos zz=.Q, isto é , se o eixo de rotação x,

y, z existir no plano OXV, será respectivamente ás hypo-

theses de (159), ou de (162) ilí'— o, ou iU' = +-^ pra
qualquer rotação «. E se não for Cos z=:0 , teremos sem-
pre «=0, ou iirrJCO" nas equações (159, 1C2) para qual-

<|ucr eixo de rotação : o primeiro valor corresponde á con-
figuração inicial respectiva a cada uma dessas equações.

As formulas (iCO, IGl) na mesma hypothese A=B
reduzem-se a

1— Cos'3:-C^^-^
l + Cos'. .

a qual mostra qno, para cada eixo de rotação, nas duas configu-

rações 71/'=0, ounasduas 7lí'=+ ír depende u só do angu-
lo que esse eixo forma com o eixo OZ.

Finalmente se supposermos B'=-Q, as formulas (1S9,
IGO, IGl, 162) reduzem-se a

tg i«=:^2LÍ_;_Cos«= Col'x, — Cos«= Col»«.tg|»= -??^?_ ;^" CosxCosy *' CoszCosy

a segunda e terceira das quaes mostrão que, nas hvpothe-
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ses dessas equações, ás configurações 3I'=:o, il/'r= + ^
coriesj)on(ieni rotações » só deiiemlenles de jt, c que essas

coiifigurações serão impossíveis sendo ar <^ 45°, oux>135".
J52. As equações (1(51, 162) dão-nos as configurações

cm que 31' tem o valor máximo, ou niinimo, que desi-

gnámos por -t- K, ou — A'; isto é, em cada uma dessas

conligurações ilí' será máximo, ou minimo , em relação a
Iodas as configurações que tem a mesma direcção de li.

Se pretendermos porém o máximo, ou minimo absoluto

em relação a cada posição do eixo de rotação x, y, z,

devemos nas equações (liií, 164) determinar o máximo,
ou ininimo deili' em relação a to. A primeira dessas equa-

ções dará pois para o máximo , ou minimo de M'

. Cos z A-^B
tg u= -r., ^ . — ^ ;= Cos X Cos y A—B

e a equação (164) alem do maximum , ou minimum cor-

fespondente á configuração inicial em que é coiio, [dará

também para a configuração maximum, ou minimum

Cos «= — 1, ou»i= 180*;

e teremos então

+M '=— (B Sen'j;+ A Sen»y; + B Cos'x+ A Cos-;/ == J? Cos 2 a+ ^ Cos Sy^

M' será máximo, ou minimo conforme se tomar no pri-

meiro membro o signal — , ou o signal +, isto é, confor-

me 3Í' tiver na configuração inicial o minimo valor abso-
luto — fA-i-Bj do binário resultante minimum, ou o má-
ximo valor absoluto A-i-B desse binário.
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V.

Systemas gyraníes destituídos de resultante.

153. TracUmos (2.* Parte I.) das propriedades de um
systema de binários cujos braços erãu todos parallelos a
um plano dado, e cujas forças erão também ])arallelas a
outro plano. Para dar toda a generalidade a essa theoria

,

discutiremos agora um systema qualquer gyraiite destiiui-

do de resultante , isto é , um systema de binários gyrantes
cujos braços , e forças tenhão qwaesquor direcções no es-

paço; porquanto se o systema dado não tem resultante, as

forças que o compõem transportadas a um ponto arbitra-

riamente tomado devem dar uma resultante uulla , e tere-

mos tantos binários gyrantes, quantas as forças transpor-

tadas.

154. Um systema de binários gyrantes pôde em geral

reduzir-se a três binários çyranles cujos braços , o cujas

forças tenhão direcções diflerenles no espaço. Cora efleito

tomemos arbitrariamente três eixos divergentes no espaço
OX, OY, OZ, e decomponliào-se as forças dos binários da-
dos parallflamente a esses eixos; teremos seis grupos de
forças gyrantes, dous a dous parallelos a cada um dos ei-

xos : esses grupos reduzem-se a três binários gyrantes
(X,, — XiJ , fY,, — YJ ,

(Z^, — Zj , cujos braços em ge-
Tal serão todos divergentes.

A reducção pode também fazer-se tomando arbitraria-

mente as direcções dos braços dos três binários resultan-
tes.
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Supponhamos pois que se pretende que esses braçog
tcnlião as direcções dos Ires eixos divergentes OX, OY, OZ.
Pelo centro de cada forca dada P fac^a-se passar yni plano
qualquer que encontre os eixos nos três pontos -<4 , B, C;
afort^a/*, uma vez fixada aposição daquelle plano, dccompõe-
se determinadamente em três torças gyrantes parallelas, cu-

jos centros são A, B , C. Decompondo semelhantemente as

outras forças do systema 7", P', ctc. em forças jiarallelas

gyrantes appiicadas aos pontos ^í', B', C, A", B", C", etc.

situados nos eixos; e transportando ;í origem Oasforçasappli*
cadas a cada um dos eixos, teremos em cada um delles tan-

tos binários gyrantes quantas são as forças dadas ; finalmen-

te reduzindo a um só todos os binários cujos braços existem
sobre o mesmo eixo, ficará o systema de forças dado substi-

tiiido j)or três binários gyrantes, cujos braços tem as direc-

^•ões adoptadas OX , 0¥ , OZ.
155. Se dons braços dos três binários resultantes forem

parallelos, sendo as forças divergentes, os binários corre-

spondentes se reduzirão a um só binário , e por conseguinte

o systema dado é reduzivel a dous binários gyrantes. Se os
três braços dos binários resultantes forem parallelos, sen-

do as forças divergentes, o systema dado reduz-se a um só
binário gyrante.

Semelhantemente se as forças de dons dos três binários

resultantes, vg. X, , Y, forem parallelas, sendo os braços
divergentes, compondo essas forças e as suas oppostas, os

binários respectivos reduzcm-se a um só binário, c por con-
seguinte o systema dado ccjuivale a dous binários gyrantes.

E se Euppozermos todas as forças A'",, F, , -^, paralle-

las, sendo ainda divergentes os braços , a sua resultante, e
a das forças oppostas constituirão um só binário gyrante.

Igualmente o systema de forças gyrantes dado redu-

zir-se-ha a só dous binários resultantes, a um só, ou ao
equilíbrio om todas as configurações, conforme forem ze-

ro, um só tios momentos máximos dos três binários resul-

tantes, dous delles, ou todos três. Também é fácil de ver

que se o braço OC de um dos binários resultantes existir no

plano dos dous outros braços OA , OB , aquellc binário po-

derá decompor-se em dous, cujos braços tejjhão as direcções

OA, OB ; e reduzindo a um só os binários que tem os bra-

ços em cada uma dessas direcções , concluir-se-lia, que os

três binários resultantes equivalem em geral a dous binários
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!,'yrantcs. Finalmente se as forças A", , F^ , .S*^ forem todas

jtarallelas a um plano, acliar-nos-liemos reduzidos ao caso

que traclánios (2/' l*arte I.).

15tí. Três binários fOA, XJ ,
(OB , YJ ,

(OC, ^J , cu-

jas forças, e cujos l)raços são divergentes não |)odeia ilar o

equilibrio em todas as contiguracues , suppondo que iião ó

uullo nenhum dos três momentos máximos.
Com elleilo se o equilibrio se desse em todas as confi-

gurações, tomando em sentido contrario as forças vg. do bi-

nário (OC,'Zi) , teriamos osdous binários (OJ,X)., (OB, YJ
equivalentes ao binário (OC, — Z'J , o que é inipossivel

Esta demonstração teria lo2:ar do mesmo modo, se os

três braços Oyl , OH, OC existissem no mesmo ])lano, ou

as forças A',, 1' , Z[ fossem jiarallelas a um só plano.

O equilibrio dos Ires binários dados, em todas as confi-

gurações, seria também inipossivel se os três braços, ou as

três forças fossem diver-jentes no espaço; por quanto nesses

dons casos era inipossivel que o binário (OC, — 2'J equi-

valesse aos dous (OA, Xj, (OB , Y,) ,
pois quando estes se

reduzem a um só, o braço deste é parailelo a um piano pa-

rallelo a OA, e OB , e as forças sào parailelas a um |)lano

parailelo a AT, , e a K, , circumstancias que se não verifi-

cào ambas no binário (OC ^ ZJ.
167. Se tivermos dous grupos equivalentes de três bi-

nários eyrantes , em cada um dos quaes os braços sejào

divergentes no espaço; se os braços do primeiro grupo
coincidirem em direcção respectivamente com os braços

do segundo grujio, as forças do primeiro coincidirão tam-
bém respectivamente em tlirocção e sentido com as forças

do segundo , e os momentos máximos dos binários serão

correspondentemente iguaes nos dons grupos.

Com elfeito transportem se os dous grupos de modo que os

braços teidião uma origem commum, e se achem applicados

Ho mesmo sentido os braços paralleio.s. Mudem-se os centros

das forças do segundo gru])o de maneira
,

que sem alte-

rar as direcções das forças , e os momentos máximos dos bi-

nários desse grupo, tiqucm absolutamente coincidentes era

grandeza os braços dos dous grupos; supponhamos pois que,
feito isto, lemos applicadas aos extremos A, B, C dos três

braços as forças A, , Y^ , Z, correspondentes ao primeiro
grupo, e as forças A',, Y^^, Z^^ correspondentes ao segundo.

-.' SEllIU. T. 111. p.i. 23
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Imaginemos por um momento qiiR as ultimas não coincideiii

al)Solulamenle em direcrão, sentido, e grande/a com as pri-

meiras: decomponlia-se cada uma da.s íorcas X/, Y , Z^ re-

sj)ec tivãmente nas Ibrqas X^ , X^^, Y^, l^^f^i, ^^'^^ , sendo
as forças A'',, Y, , 2, coincidentes em direcrão e sentido

com as forcas do i)rimeiro grujio applicadas mm extremos Ay
B, C ; conciuir-ire-lia, |)ela equivalência dos dons grupos
propostos, que liaverá equilíbrio em todas as coiifig-uraçues

jios três binários fOA, A',,,;, fOB , Yi^J ,
(OC, Z^^J;'otví

senão forem simultaneamente A'„= y„=^„,= o , não po-

dem estas três forças ser divergentes (§ 15f>). Sujipoiíliamos

jiois A'„ , 1,,, parallelas: se estas forças não são iguaes o
contrarias, terão uma resultante X cujo centro A^ existirá

em AB , ou no seu prolongamento; os três binários^ que a-

eora consideramos reduzir-se-liào a dons (OC, ^n,), fOA\\Jy
cujos braços OC, OA' não sendo parallelos ^ não pódc dar-

se o cquilibrio. Se porem A'^^^, Y^^ fossem iguaes e contra-

rias, os Ires binários se reduzirião aflons (^OC, ^^^J, (ABjX^^J,
e não sendo parallclos OC , AB , também se não porlia veri-

car o equilibrio supposto : logo forçosamente Xii/==-Y1,1=^1 ,=-0,

e por conseguinte conclue-se que dadas as direcções diver-

gentes no espaço dos braços de três binários rcsultanles de
iim svsLeina qualquer do forças gvrantes destituído de resul-

tante, lição destic logo fixadas as direcções, e mentidos das for-

cas , e os momentos máximos de cada um dos três binários.

158. Se dous grnpos de três binários gyrantes , em cada
nm dos quaes as forças são divergentes no espaço, forem
equivalentes , c as forças de nm dos grupos forem respecti-

vamente parallelas ás do outro, os braços correspondentes

serão parallelos, e no mesmo sentido, e os momentos má-
ximos serão corrcspondenlemenie iguaes nos dous grnpos.

Bludem-se os pontos d"applicação das forras de um dos

grupos, de modo que sem alterar os momentos máximos, e a
direcção e sentido das forças de cada binário , venhão a ser

iguaes as forças respectivamente parallelas e do mesmo sen-

tido nos dous grupos; reuniiido n'uma origem conimum O
lodos os extremos correspondentes dos braços , teremos os

dous svstei\ias equivalentes (OA, Xy), (0B\ Y,J ,
(OC, ZJ,

c fOA\ X), fOB', YJ, fOC\Zj; tomando em sentido

contrario as forças do segundo grupo liaverá equilibrio eu»

toflas as configurações nos três binários (^y/-íí/ ', Xj, (BB', YJ,
rcc, Z,J.
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Siipponhamos por um momento que não é zero nenhum
tios três braços AA', BB', CC.

Se esses braços fossem todos divergentes, o equilíbrio

seria impossível, não sendo o= X,= F,= ^3'^ (§ 156). Se \ii.

AA', BB' fossem parallclos, e não parailelos a CC, o equi-*

librío era ainda impossível, jiois qiie o systema se reduziria

a dous binários de braços não parailelos.

Finalmente se os três braços AA', BB', CC fossem pa-

railelos, suj)pondo que os respectivos binários se translor-

marão em outros fA,A^', X,,)
,
(B^B,', YJ, fC.C;, ZJ, cu-

jos braços tem direcções idênticas ás primeiras , e é A,A,
=B,Bl=C,C/, compondo estes três binários n'um só, as for-

ças respectivas X, — X não poderião ser nuUas, visto que
ca<ia uma delias é resultante de trcs forças X^ , Y^ , Z^^

parailchis a A',, y, , Z,, as quaes são divergentes, e não

parallelas todas três a um só plano ; logo lambem neste

caso o equilíbrio é impossível.

Desta enumeração conclue-se forçosamente, que só é

admissível a hypothese de se aniquilarem simultaneamen-
te os três braços AA', BB', CC"

;
por quanto se vg.

fosse unicamente AA'=0, haveria equilíbrio constante-

mente nos dous binários (BB', Y), (CC, ZJ , o que
é impossível (§ 21); e se fosse AA'=BB'=o , teríamos

CC".2',= 0, donde CC^o. Fica pois demonstrado com-
pletamente o ihcorema

,
que enunciámos.

159. Três binários gyrantes cujos braços, e cujas for*

ças são divergentes no es))aço, nunca se podem reduzir

liem a um só , nem a dous binários gyrantes.

Se os binários gyrantes (OA, X,J, (OB, FJ , (OC,Zj
podessein reduzir-sc a uni só binário gyrante (OM, X^

,

como a força X se pôde decompor em três forças paralle-

las gyrantes cujos centros oxistão nos braços OA , OB , OC,
se UAI não for parallela a nenhuma destas linhas , nem ao
plano tle duas (juaesquer delias; ou se pode decompor em
só duas forças cujos centros e.xistão vg. em OA, OB, se

OM for parallela ao plano dessas linhas ; ou finalmente X
se acha logo applicada vg. ao braço OA; nessas três liy-

1)0lhehes teríamos o grupo dos três binários dados equiva-
ente a outro grupo cujos braços tem correspondentemente
as direcções dos primeiros , sendo no segundo empo nulloa
um, ou dous dos momentos máximos (quando 0:17 for parai-

Iclo ao plano de dous dos braços OA , OB , OC , ou a um
28 *
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delles) o que não acontece no primeiro grupo; ou senclo

as lort^as no soguiido grupo não correspondrntemente pa-

rallelas ás do primeiro ((guando OM não for parallolo a

iirnliiim dos Ires braços dados , n(>m ao plano de dous
qiiaesquor) pois que as forças A'^ , F, , ^^ não são simul-

taneametile parallelas as componentes de X parallelas a
esta ultima: ora segundo vimos (§ 57) é impossível a e-

quivalencia nos dous grupos não havendo correspondente-

mente em ambos parallelismo das forças, e igualdade dos

momentos máximos.
Também não podemos suppor que os três binários da-

dos equivalem a só dous binários gyrantes (OlM, X^ ,

(ON, Y); por quanto decompondo as forças X, Y de ca-

tla nm destes binários em forças parallelas applicadas aos

braços OA , OB , OC, e compondo os binários que ten» os

braços na mesma direcção , os três binários que resultão

terão forças ou nullas, ou parallelas ao plano determinado
pelas direcções de X , Y; e como A',, Y^ , Z^ não são si-

inultaneameiíte parallelas a esse plano, e nenhuma dessas

forças é nulla, não pode em nenhum dos casos indicados

Jiaver equivalência , entre os três binários dados, e os três

em que se decompozerão fOM, Xj
,
(ON, YJ.

lUO. Para obter todos os systemas de três binários re-

sultantes que equivalem a um systcma qualquer de forças

gyranles no espaço e destituído do resultante , devemos
puis (§ 150) fazer a reducção dando aos três eixos OX,
OY , O.C, aos quaes devem ser parallelas as forças dos
três binários resultantes, todas as direcções imai:;inaveis no
espaço. Para cada posição daipielles eixos, fica fixada a di-

recção e sentido dos braços dos binários resultantes, bem
roíno os seus momentos máximos. Os três binários resul-

tantes de cada um destes systemas serão sempre irreduzi-

\eis (§§ 15C , 150), se o forem em relação a uma deter-

minada situação dos eixos de reducção ; hypothese que por
em quanto admittiremos. Indagaremos pois todas as trans-

formações
,
que pode soflVer o systema dos três binários

resultantes, suppondo que os eixos são rectangulares, e
que podem tomar todas as direcções no espaço.

Para uma posição quabjuer dos eixos as forças dadas
P . P', P" etc. reduzem-se a seis grupos 2 A', — s A',

X Y, — 2 Y, T Z, — T Z (\e forças respectivamente paral-

lelas aos eixos ; a distancia dos dous centros das resultaa-
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tes de cada dous griipi>s correspondentes dá a grandeza do
liraço do binário resultante respectivo; supponliainos reu-

iiiilos na origem O os extremos ile todos os braços a que
correspondem as componentes totaes negativas.

Se dermos aosystema d'eixos outra posií^ão OX', OY'^
OZ', e fizermos uma deconiposiçiio análoga, os grupos re-

spectivos s -Y, — r X, T Y, — E Y, T Z, — 5" determina-

rão as grandezas e posií^ões de três binários diversos dos

primeiros.

Sejào no primeiro caso m , m', m" os braços dos três

binários resultantes; A^, B^, C, os momentos máximos cor-

respondentes ; e sejào ím , th', m", A', B', C as quantidades

análogas no segundo caso ; as formulas seguintes nos da-

rão as granilezas dos monieiilos máximos , e as direcções

dos braços, em relaçào aos dous systenias d'eixos respe-

ctivos

J,-=^l.*xX+X.'jfX+Z'zX; fí,= v/£»xy+X yY+Z^zi'; C^=^'^-í.''xZ+-í.-yZ\t^zZ . (166)

Zo%mX=-ZxX. A,; Cos mY=1.
1/
X : J,; Cos mZ=r.zX: J,"^

Cosm'A'=Sxr: B,; Coim'r=ryK: B, ; Cos m'Z=i:iY. b\ (156)

Co%m"X=i:xZ: C,;Coim"Y=ZyZ: C,;Coim"Z= i:zZ:Cj

Jl— V-L-'xX\X-'yX\rí'zX; B'=i ^Z^xY-^Z^yY+Z^zY ; C'= f^Z-zZ+Z^yZ+Z'zZ. . . (157)

CmmX'=ZxX: J' ; CosmY'=ZyX: A' ; CosmZ'=ZzÃ': A' ~\

Coim'X'=ZiY R'; Cosm>Y'='ZyY . B ' .Co%m}Z'=-LzY : B' V---(1'58).

Co*m>'Xl=ZxZ.C-; CQSm"Y'=z'yZ: C; Cosm'<Z'=z'zZ.C')

Estas formulas nSo mudão deslocando-se de qualquer mo-
do a origem O.

161. Su|>|)onhanios .ngora que nas direcções dos braços
fn , m\ in'', ni, m', m", a partir da origem O, se marcão

as granjezas A, B,, C, , A' , B', C ; demonstraremos que
todos 08 Bjstemas de rectas A^, B, C, , A', £', C etc

,
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que se oblem dando aos oixos OX, OY, OZ Iodas as di-

recqòes no espaço , são todos os systenias de seniidianietros

conjugados de um mesmo cllipsoido.

I'ara esse lim determinemos em primeiro logar a som-
jna dos quadrados das projecções de A', i5', C" sobre os

três eixos OX , OY^ OZ. Teremos pois:

Projecções de A', B'

,

C,

no eixo OX' e xX r xY. % xZ

no eixo OY' 2 yX ^ yY. s yZ

no eixo OZ' z zX z zY x zZ

e por conseguinte , suppondo que cada um dos eixos OX',
OY', OZ' faz respectivamente com os três eixos OX, OY,
OZ ângulos cujos cosenos são a, d, a", b, b', b", c, c, c",

concluiremos serem as projecções de A',B',C'

no eixo OX..aZxX+bXi/X+cZzX. . aLxy+ 6Sy F+cS: F. . oZa;Z+&S^/í+cr ^íí

no eixo OY. .a'ZxX+b'ZyX+c'i:eX. .aZxY+b'Xi/Y+c'TzY. . a'ZxZ+h'^y^+<:'Z zZ

no eixo OZ. . a"i:xX+b"z'j,X+c"j:'zX. . a"Í.xY+ ysij F+c"Zz F. . a"2iÍ+ 6"5:yi+c"sz^

valores que em presença das equações

x=ax+ by-^c 2r
j

y=a!'x +b^y-\-c''z\ ('69)

z= a!'x-^b"'y-^c"'zj

se reduzem a

A' Coi A^X= TxX; B' Cos J?iX=2xF: C Cos C'X=:lxZ

Ji Cos ^'F=Sj,A"; B' Cos B'Y=Zt,Y; C> Cos CY^Zyz)-- (170),

A' Cos A'Z= XzX; BI Cos £iZ= 2«F, C Cos CZ^^XzZ^



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. 187

Estas equações ])0<1ião ser estabelecidas iinmcáiatamcnto

pelos mesmos principios de que deduzimos as e(niai;òes

(lus), fazendo as projecções sobre os eixos OX, OY , OS".

As equações (170), em presença das equações

X=.aX-^áY+<i,»'>:

(171)Y= bX-^b'Y-^b"Z ).

nuidão-se em

^Cos JY=aZyX-\-a'ZyY-\-a"ZyZ ; B'Cos B' y='ji:;^X+b'Zi/Y+lj"'Zi/Z: OCos C

J'Co3Á'Z=áZzX-\-a'TzY+a"SzZ; B'CosB'Z=iZzX+ò'ZzY+b"TzZ ; O Cos C

J'X=cZxA+c'-£xy-\-c Sr-S-v

C Y=cZyX+c'Ty Y-\-c"ZijZ \ r 1 75).

'Z^Z=cZzX\c'ZzY-Vc'^zZJ

Formando as sommás dos quadrados das projecções relati-

vas a cada um dos eixos , e reiluzindo acharemos facil-

mente

á* Cos'il'Jf+5" Cos'fi'XfC» Cos»C'Jt=i:'íA'+l»xy+S'xZ= .1,= Co.M,X+B,» Cos'l?;X+C,* Cos»C, A'.

j" Cos'j'y+c'= Cos=«' r-i-c co~j'CY=t^ijX-\T.~yY-\-T.-_

;'xZ= .1,= Co.M,Ar+B,» Cos'l?;X+C,* Cos»C, A'^

T.-yZ=A^ Cosvl, Y-^B;- Cos-B, Y-^C^ Cos'C, y M 175).

t'zZ=Á;- Co»M^2-f-í,7 Cos-/J,Z+C/ Co.' C,ZJ

Estas equações mostr.lo que é constante a somma dos
quadrados das projecções de qualquer syslema de lr(;s li-

nhas A\ B', C" sobre cada um do Ires eixos rectanjjula-

res fixos OA', OY, OZ.
Das equações (l7o) concluesc também

À- Cos A'X Coi A'Y+B" Cos C.VCo.í B'Y+ C- Cos CLYCos CY=Z zXZyX+ZxYZyY+ZzZz/z

J" Cos ^'.Y Cos .I'Z+B" Cos B'XCos B'Z-\-C'^ Cos CA" Cos C'Z=X xXZzX+ZxYZzY+ZxZzzZ

it" Cos il'y Cos .t'Z + B'- Coi BT Cos B'2 + C" Cos C'Y Cos CZ^ry.VSzATH-rjíFSsy+ ZyilsZ

OU empregando os valores (172), e reduzindo
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^'»Cos A'X Cos A' r+/í'=C03 B'X Cos H' Y+V-Co, CXCo, C Y=x.XlyX+Zx YZy F+r^Zl^íf^
A'' Cos A'X Cos A'Z+B'^ Coil}'.VCos B'/f C'= Cos CA" Cos C'Z=i:xXTzX+^xYXzY+i:joZ^=Z Ul7i).
A" Cos A' YCosA'Z+S'- Cos B' K C,s li'Z+a^ Cos C K Cos C'Z=i:yXs zX+XyYTz Y^TyZ^zZ}

Tor estas equações se conhece que são constantes as som-
nias que consliiueni os primeiros membros para nnalnuer
systeuia ^i', B', C".

Como nas formulas (173, 174) seja arbitraria a posi-
ção (los eixos OA', OY, OZ , supponhamos que esles se
tomarão na direcção dos semieixos do eliipsoide cujos se-
niidiametros conjugados são A', B', C ; teremos, como ó
sabido pela Geometria analytica, chamando A, B, C os
semieixos desse eliipsoide:

A- Cos^ A'X-hB" Cos' i?'X-4-C'» Cos' C'X=A'-\
A'^- Cos' AT-^B" Co.= B'Y + C'' Cos' C'Y=B'i (175)

A" Cos' A'Z + B'^ Cos' B'Z+ C" Cos' C';r= C

J

^"Cos^XCos^'F-}-£''Cos jB'XCos5'F4-C'T.os CAXos CíF=o-^

^'Cos^iXCos^-^^-t- 2J"Cosi?'A'Cosi?'^-f-C"Cos CXCos C'Z=o [. . (176).;

^"Cos^'yCos^';2'4-l?"Cos2?'FCos5'.íS'4- CCosCFCos C ,S'=oJ

E como vimos serem constantes as sommas, que consti-

tuem os primeiros membros destas equações para todos os

pystemas A', B', C, A", B", C", etc. ', segue-se que to-

dos eiles são systemas íle semidiametros conjugados Jio el-

iipsoide cujos semieixos são A , B , C
Vê-se pois que ;is direcções dos braços de todos os

systemas equivalentes de três binários gyrantes são dadatí

])elos systemas de semidiametros conjugados de um mes-
mo eliipsoide; e que as grandezas destes semidiametros
represenlão os momentos máximos dos binários correspon-
dentes. Chamaremos e//?i«o?cíc dercducção, esse que possue a
indicada proprietlade.

162. Para completar o theorema do paragrapho prece-
dente cum])re-nos demonstrar reciprocamente, que se ti-

vermos para a posição 0XY!2 dos eixos de decomposição
os três semidiametros conju£-ados A^ , B^, C^ do eiUj)soide

de rcducção , será possível sempre achar outra posição
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OX'Y'Z' desses eixos tal, que fazendo em relação a el-

]cs a decomposição das forças dadas, venhamos a ter uni

systema qualquer dado A', B', C de três semidiametros

coJijugados do mesmo elli])soide de reducção.

Antes de demonstrarmos o theorema enunciado con-

vém indicar a restricção a que elle é sujeito. Se um sys-

tema de eixos de reducçào der os três semidiametros A^,

Si, C'
,
podem estes constituir ou um sjjstcnia directo, ou

um syslema inverso; empregaremos a primeira denominação
quando uma daquellas três linhas vg. A, está situada para

vm lado tal do plano determinado por B^ , C^, que em re-

lação a Al é^lSO" a rotação directa necessária para se

passar de B, para C, : dada essa hypothese , em relação a

Bi será também <^180° a rotação directa de C, para Aii e
senielhaniemeute se dirá de C^ . O systema chamar-se-ha in-

verso quando as indicadas rotações menores que 180° fo-

rem todas inversas. O systema d'eixos de reducção deve
sempre suppor-se directo.

Na transição pois de um grupo de semidiametros ^í, , B,
Capara outro qualquer^', B', C, é forçoso que ambos elles

sejão do systema directo, ou do systema inverso.

E' com esta restricção que deve ser entendida a propo-

sição enunciada. A demonstração delia poderia deduzir-s»

analyticamente das equações (172); chegaremos porém mais
facilmente ao mesmo resultado pelo processo seguinte, que
servirá também para provar a proposição directa.

Adniittiremos a hypothese de que os dous grupos de se-

midiametros conjugados são ambos do systema directo , e
ver-se-ha que as transformações, que nelles faremos, dão
também systomas directos. Semelhantemente se diria se os
dous grupos de semidiametros conjugados fossem ambos do
systema inverso.

Supponhamos que a intersecção dos planos de Ai, B,y
edeA', B' dá noellipsoide osemidiametro ^,^ ;

pelo que de-
monstrámos (§71) vè-se que fazendo gvrar o systema d©
eixos do decomposição OXVZ sobre Ò!^ passaremos dos
três semidiametros conjugados A^, Bi, C para os três ^^ ,

JB„ , C, ; e como existirá o systema fA^i, È/, C'J no ellipsoi-

de (Al, B,, Cj , (A', B', C'J, vê-se que os dous .systemas
do mesmo ellipsoide fA^i, B^, Cj , (A^i, 5/, C) tendo
conmmm o semidiametro -<4 , os quatro .B, , C^, Bj , C'.

deverão existir no mesmo plano, sendo os dous primeiros,
2.* SERIE T. lU p. I. 29
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c os dous ullimos scniidiamclros coiijtig.iilos da mesma oN
lipse ; logo so forem 01'^, OZ os eixos ile (lecom])oslçào

correspondentes a -B^, , C,
, passar-se-lia deste systemu par.-*

B^, C fazendo gyrar convenientemente os eixos 0Y^,, 0^
jio seu plano, devendo-se advertir que em todas as trans-

formações , «pio temos iniiicado , os eixos de decomposição
conservão-se sempre rectangniares. Reconliecendo-se em
vista do exposto que por meio de rotações dos eixos da
decomposição se passa dosystema (^n, jd,, , Cj para osys-

tema (A,,,' BI, C'J, e deste para (yl', B', C'J, conciuile-

inos tinaínicnte que por ileblocamonlos successivos do sys-

lema de eixos de decomposição OXYZ faremos a transi-

ção de cada um dos seguintes sjstemas para o immediato

;

(J,, B„ C,J, (A„, B,, CJ, (A,, B;, C), (A', B',C'J,

e por conseguinte um deslocamento total de OXYZ dará

a transição do primeiro systema para o ultimo.

Reciprocamente se demonstra que seoseixos rectângula»

res de decomposição OA^F^ derem os três seniidianietros^í,

,

B^ , Cl do cllipsoido de reducção, o systema OA''F'~', tam-

bém rectangular , dará um grupo de três semidiamctroá

conjugados do mesmo ellipsoitle.

Com clleito suppondo que
,
pela rotação sobre OZ , sa

passa do systema OXY!^ para OA',F;,^ cm que OX^ é ;i

intersecção dos |)lanos OXY , OXY' ; e que depois pel;*

rotação sobre OA', se passa de OA';^F„^ para OA",!'/^';

e fuiaimente deste se passa para OX'Y'Z\ teremos a se-

guinte correspondência entre os systemas d'eixos, e os bi-

nários máximos resultantes respectivos:

oxYZ, oxj,p!, OA^y/;:", ox'Y'::í'

(A,, B„ CJ, (A^„ B,„ CJ, (A^,, Bj, C) ,
(A', B, C'J.

Ora pelo (§ 7o) conclue-se que fA,, B), fA^,, BJ s3o

dous systemas de scmidiametros conjugados da mesma el-

lipse ; iogo (A^ , B, , Cj
, M/, , -S,; , CJ são systemas de

semidiametros conjugados do mesmo ellipsoide, ao qual

semelhantemente se demonstrará pertencerem os systemas

(A„,B.!,C'J,(A',B',CJ.
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1G3. Se sommarmos os quadrados das equações da pri-

meira colunina (172), teremos

+ 2aa" C^xXXxZ+ XyXY^yZ+ XzX7:zZ)

+ 2a'a" (i:xYTxZ+ZyYZyZ+ ZzYZzZJ;

deduzindo cquaçòes analog:as das outras duas columnas de

(17'2), e advertindo que pelas equações (ItíG) ó

S xXZi Y+XyXZyY+ZzXzz Y=Á,Bi CCos /í,JTCos B,X+Cos AJCos B, Y+Cos À^ZCos B,Zj =^, B, Cos A,B, ;

X xXzxZ-h zyXzyZ-ir zzXzzZ=A(2i Cos A,C,; ele.

obteremos finalmente

?

i"=rt*.V+a"ií,'+a"=C,=4-2aa'.4,B, Cos .l,«,f 2 aa" .1,0^ Cos .4,0,+ 2 a'a"í,C, Cos B,C,'

í'»=6'.<,í4.6'*ií,=+ò"»C,»f 2ò6M,B,Cos yl,B,+ 2 6i"^,C,Cns yl,C,+ 2 è'6"B,C, Cos Bf,'^ (177>

C'-=c'.4,*+c"B/ + c"'C,=+2cc'.l,B^ Co< AB,-\-icc"A,C, Cos .l,C,+ 2 c'c"B,C, Cos B,C,.

Estas equações dão-nos os Ires momentos máximos A', B\
C de um grupo de binários equivalente ao grupo A^, B,
C,, suppondo que deste se passou j)ara aquclle fazendo
rotar o syslema d'eixos de reducçíío da posição OX , OY

,

O.o para a jjosirão OX', OY', OZ', ligada á precedente
pelos cosenos a, a', a", h, b', ele.

Se suppozermos que o systema A, , Í?, , C, correspon-
de aos Ires semieixos do ellipsoido de reducção, teremos

Cos ^iB= Cos ^C=Cos BC=0;

e as equações (177) reduzem-se a

(178)B''=.b'A'-^-b"B'-^b"''C' t

equações que nos dào
,
por meio da posição dos eixos mo-

veis OX', OY', OZ' em relação aos eixos fixos OX, OY,
29 •
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02, as grandezas dos momentos máximos A', B', C ex-»

pressas nos momentos máximos A , J{ , C relativas aos se-'

inicixos, momentos rine cliamaremos priiiapaes , detiomi-'

liando lambem pruiajacs os eixos, cjuo coincidem respe-

ctivamente com as direc(;õesy/, ií, C. Asequa(;ões(178)dar-
nos-hião pela eliminação o sjstcma yí , B, V por meio do
systema A', B', C".

*

1G4. Para completar a representaçíio de todns as trans-

formações de que é susceptível um systema de (res biná-

rios gyrantes irreduziveis , cujas forças são orthogonaes

,

jesta-nos unicamente determinar a ligação muito simj)les,

Cjue lia entre os cosenos a, a\ etc. relativos á rotação do»
eixos de decomposição, e os cosenos Cos A'A, Cos A'B,
etc. relativos á rotação dos braços dos binários resulliuiles.

Para obter essa ligarão poderíamos, imitando o ])rocesso

empregado quando tractámos da ellipse de reducção ,

comparar os valores desses cosenos deduzidos das equações

(175, 17b), combinadas com as relações

1 = Cos- yi 'A + Cos' Â'B+ Cos» A'C= Coi' B 'A + Cos» B'B+ Cos'B 'C= etc.

e das equações (178) combinadas com as relações conhe-

cidas dos nove cosenos a, «', etc.

Em vez de empregar esse methodo, que seria muito

longo, procederemos da seguinte maneira.
~ As nove equações (172) dar-nos-hão pela eliminação,

operando separadamente sobre cada um dos três grupos

\erticaes , os valores de a, a'^ a", />, etc. expressos nos

parâmetros de rotação relativos aos eixos de reducção OX,
OY, OZ.

O denominador commum dessas nove incógnitas é

XxXti/Y-LzZ—txX-ZyZl^zY+ZyX^ZzYZxZ—eXQ.

O qual pelas formulas (1C6) se muda cm

J,B,C, (Cos mXCCos m' FCos m"Z—Cos m'Z Cos m" F) +Cos m F(Cos m'Z Cos m"A—Cos m'A'Cosm"Z)

+ Cos mZ (Cos m'X Cos («''F— Cos m^ Y Cof m"X) ) ;

se chamarmos A ,
[J , v os tros ângulos que faz com os Ires

eixos OX, OF, 02' a normal ao plano B^C,, tomando nes-

sa normal o sentido a respeito do qual é <^ 180° a rotação
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directa necessária para se passar de B, para C, , a formula

preceJeiítc reduz-se a

A^Bfii Sen B,C, (Cos mA' Cus ^+ Cos mY Cos (i + Cos mZ Cost;;

e se fizermos J5 C Sen BiC,= T área do parallelogramo de-

tcriiiiiiado por ií, , C, , e representarmos por ^»? 2' o angulo

de yi, com aquella jjornial, será o denominador conimum das

sove incógnitas

uáJCas ApiT;

esta expressSo dá exactamente o volume do parallclipipedo

,

que tem yí;, B, , C, por arestas contíguas, se for directo es-

te systema ; e se fur inverso , a dita expressão será o indi-

cado volume tomado com signa! negativo. Vô-se por tanta

que o denominador commum das nove incógnitas é

±ABC,

conforme ^, , Bi, C, for systema directo, ou inverso.

Teremos por conseguinte o valor , vg. de

_ ^Cos A'X(X;iYtzZ—XzYlyZ) +/l'Cos A'Y(-EzYi:xZ—TxYtzZ) +>4'Cos A'Z(^xY%yZ~'Zt/Y'S:z7.)"~ ^ AliC

ou

''=
tl-fif§'

(Cos A'X CCos m'Y Cos m"Z — Cos m'Z Cos m"Y}

+ Cos A'Y (Cos m'Z Cos m"X— Cos m'X Cos m"Z) +etc.'\ ,

Ou, por uma transformação análoga á que fizemos no deno^
uiinador commum

,

No primeiro grupo vertical das equações (172) se reconhece
que A' deve entrar semelhantemente nos três valores de a,
o,\ a' ; e vê-se também que destes valores se passa para h,
i>', V

, e para c , c , c" , mudando successivamente A' cm B',
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e em C; leremos pois finalmente, ilesignando por U, í^ os
parallelogramos A^C\ Sen -«i,C', , ^íB, Sen u-J B

»= t:4i^.TCosÁ'nT; a'=+~UCosÁ',>U;a"=+ ^^' V Cos X^nV;AUL AUL — AHC

h=±^,TCos]l'nT; b'=+~U CoiB'nU;V'^+~L V Cos if'nr;— ABL — AHC — AiiC

':=±~TCosC'nT; c'=+ —UCosCnU .c"=+ -£^ F Cos Cnf;
-liíO AdL ajsl

tomando-se nestas equações o signal + , ou — conforme o
syslema ^^, B,, C^, e por conseguinte A, B , C forem dire-

ctos, ou inversos, e tendo as trcs normaes aos pianos 7",

U, V o sentido a respeito do qual é <; ÍSO" a roia(;ão di-

recta de jB, para C, , de C, para A,, e de A, para jB,

.

As formulas precedentes podem transformar-se em ou-
tras mais simples , e em que nào liaja a restricção iudicuila

no sentido das três normaes , nem a ambiguidade do signal

+. Com eííeito sendo, nos systenias directos, ou inversos

+ .1BC= TA, Cos A^nT= UB, Cos B^nU— f'C, Cos C,nr,

as formulas obtidas mudar-se-hão em

a= ^'C°s^'"B,C/
. „(_ Al Cos A-nC,

A

, . „^ yCCos^V.),», 1
yl,Cosv4,»iK|C. ' "

ií, Cos «,«C>I| '

° C;Co3C>.l,«,
I

, _ B' Cos B'n D,C, . ,,_ i?'Cos fí'nC,J, ,„_ B' Cos l^nj^}, I

yí,Cos.l,n«,cV Ji,CoiB,7tC,Ai' CiCosCinA,Bi ^ ^ '''

^ CCnsC'nIS,Ci
. ,_ C Cos CnCiAi . „_ CCosCVi.t B,

j"^^
>c/,Cos.l,rti/,C'/ ' 7<, Cos /í/nCV*/ '

"^

C^ CosCVH.I,/yj

Estas formulas dão pois a posição do systema de eixos de re-

duccão OX'Y'Z', aos quaes correspondem os três momen-
tos máximos resultantes A', B', C", por meio da posição

OXYJ^, á qual correspondem os três momentos A,, B^, C,.

Nos dous termos de cada uma das fracções (179) poder-se-

ha tomar qualquer dos sentidos da normal respectiva.

Se supposermos que o systema A,, /?, , C^ é o dos (res

momentos resultantes principaes A, B, C as formulas (173)

reduzem-se a
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a^=:À'Ca3 A'A; a'B= A' Cos A'B ; a"C = A' Cos A'C \

U= fi'Cos B'A; t'B= B'Cos B'U\ 6"C=B'Cos B'cC (180).

cA= C' Coi CA; c'B= C'Cos C'B; c"C=C'Cos CCJ

Estas equaçi^es demonstrariSo tambein analyticamenle apri-

ii:»'ira proposirjTío do (§ IU2)
,

por tiiiaiito é fácil de verificar

f|ii<; os viilores de a , a\ a', ele. dados j)or essas equações

satisfazem ás seis equações de condição que ligào esses no-

ve cosenos.

IC5. A's ultimas formulas se chegaria muito mais facil-

moiile , uma vez que supponhamos haver-se já demonstrado,

que existem sempre três ei.xos OX, OV , 0^ , cm relação

aos quaes se obtém para momentos máximos resultantes os

três semieixos do ellij)so«de de reducção.
Os valores de a, a', a", b, etc. dados pelas equações

(172) não mndão suppondo que nos dous systemas A, B

,

C, A', B\ C" st' passa da configuração, em (jue se fez a de-

composição das forças dadas P, P', P", etc. para outra

configuração qualquer, visto que essa transição equivale a
buppor, que os dous S3'stcmas d'eixos OXYZ , OX'Y'Z',
iinariavelmente ligados, gyrão em torno de O , e por con-

seguinte conservar-se-hão constantes «, «', o", etc. Se ima-
ginarmos pois que se passa para uma configuração , em que
as forças positivas X^, Y^, .C, ap|)licadas aos extremos não
reunidos dos três braços coincidentes com os semieixos A,
li , C lonlião simultânea, e respectivamente as direcções e
•enlidos desses braços a partir de O para aquelles extremos;
C(jiifiguração que é sempre possível quando o systema A,
li , C fur directo: ou se este for inverso, imaginando que se
passou para a conliguraçilo em que X^, ¥,, Z, tem sentidos
opposlos aos indicados, teremos nestes dous casos, appli-
caiido o signal -<-

, ou — a. A, B , C , conforme se verificar

o primeiro , ou o segundo :

%xX=±A; -z yX=Q; z zX^o'
ixFz^o; z yY=±_D; !.zY—o\ (181)

sx2^=o; 2 1/^=0; zzZ=

equaçíJes que mudão immcdiatamente (172) em (180), a^
vcrlmdo

, que é
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Co3 A'X=± Cos A'A; Cos A'Y^± Cos A'B; etc.

adoptando o si^iiaH- nos syslcnias directos, e— nos inversos.

As equarõcs (itiO) dão |)or tanto os cosenos a, a', a", etc.

que delcrniiiiào a rolarão, que o systenia de eixos OX' Y'Z'
€Xj)eiinientou j)aia dar o systcnia de momentos A\ B', C,
su|>j)ondo que esses eixos partirão d'uina situac^ão inicial, a
resj)eito da qual a decomposi(,'ão das forças dadas j)roduzio

os três binários resultantes j)riiicipaes, ainda (piando nessa

situarão os braços dos binários não fossem res])ectivaaiente

j)arallelos ás direcções dos eixos.

IGtí. Conhecereiuos quaiulo o ellipsoide de redacção se

converte n'uma esphera , estabelecendo para qualquer sys-

lema d'eixos OX , OY , O^ , em relação aos quaes se te-

nhão determinado os parâmetros de rotação, as equações
seguintes

:

A=B = q; Cos 4i?,= Cos 4C=Cos B,C,==0;

isto é

,

z^xX-i- s:'i/X+ r-zX=-z^xY^-í'j/r+ i'3r= z»x2+ x'yZ+ í;'x2")

ixXZxY+ZyX-ZyY+ZzXXzY==l^xXi:xZ+-Lt/Xi:i/Z-{-j:zXT3Z=ZxYXxZ+Z;/YZi/Z4-T2yZzZ=0J

equações que terão semelhantemente logar para qualquer

outro systema de eixos de reducção.
Quando se verificarem as condições (182) as formulas

(180) reduzem-se a

a= Cos A'A; a'=Cos A'B; a"=Cos A'C;

b=.CosB'A; b'=Cos BB; b"=CosB'C;

c^ Cos CA; c'= Cos C'B; 6"= Cos C'C;

isto é , a situação reciproca de dons systomas de eixos de

reducção é análoga á situação recii)roca dos corresponden-

tes braços dos binários resultantes.

167. 'a grandeza e direcção dos três semidiametros A^,

B, , C, , do ellipsoide de reducção, que correspondem aos

•eixos de decomposição OX, OY, O.Z , e que representão as

direcções e sejjtidos dos braços dos trcs binários resultan-
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tes, e os seus momentos máximos, podem delerminarse pe-

Ju seg^iiiiite coii.stnictjão.

A partir da origem O, na direcção daquelles eixos, e

no sentido designado pelos signaes respectivos , apj)iiquem-

se (jorrespondentemenie as grandezas E, E', E"; a resul-

tante dessas linlias, consideradas como forças, dará A, em
grandeza e direcção

,
pois que temos

A'H £'"+£'"=-*,'. E= À,Co3A,X; E'==Á^ Cos A,Y; E"= A, Cos A,Zi

Semclliantcmente ser;l B, a resultante das três forças F,
F', F' applicadas por um modo análogo, e C^ a resultan-

te de G, G, G'.
lijO. Até aqui temos supposlo geralmente que os três

binários resultantes erào irreduziveis
;

para que isso acon-

teça é necessário que a construcção precedente nào dè al-

gum dos seguintes casos: J.° Ser zero alguma das três re-

sultantes A,, lii, C, : 2." Serem duas dedas coincidentes, ou
oppostas :

3.° Acliarem-sc todas situadas no mesmo plano.

]\este ultimo caso, estando os trcs braços no mesmo plaiiOj

nni dos binários resultantes se decompõe em dous , cujos

braços coincidem em direcção com os dos outros dous bi-

nários, e por conseguinte o systema de forças dado 6 re-

dnzivel a dons binários gyrantes.

Os três casos de retluctibiiidade que indicámos, tradu-

/fm-se n'uma só condição geométrica, que vem a ser, a-

)ilqiiilar-se o parallclipipedo, que tem por arestas contiguas
as trcs resultantes, ou semidiametros A,, jB, , C^ : essa con-
dição cxprime-se analyticamente era virtude do que vimos

f^ IG4) pela equação

EF'G"— EF"G'+E'F"G—E'FG"-\-E"FG'—E"F'Ó=0 (I8S).

Se esta equação se verificar para um dado systema de ei-

xos de reduLção , ter;l logar para qualquer outro
,

por

quanto três binários reduziveis não podem equivaler a três

outros irreduziveis.

Se a equação (IB.T) não se verificar para um dado sys-

tema de eixos de rcducção , os três binários corresponden-
tes são irreduziveis, e a mesma equação deixar;í também
de ser verdadeira para qualquer outro systema de eixos de
rcducção. Na liypolliesu actual os Ires binários resultante»

"2.* SERJE T. 111. p. 1. 30
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serão do systeuia directo , ou inverso , conforme for posi-

tivo , ou rifgativo o jirimeiro membro da equação (183).

169. Indiquemos agora cs])ccialmente as condições que
devem verificar-se, para que os três binários resultantes se

jiossào reduzir a dous , a um só, ou ao equilíbrio em todas

as configurações. Para que um dos binários resultantes se

aniquile deve ter logar uma das três condições comple-
:xas

í:= £'=£"=0 ;F=F'=F"= O ;G=G'=G "=0.(104).

Verificando-se duas dessas condições complexas, aniquilão-

se dous dos binários resullantcs.

Se todas as condições (184) forem satisfeitas, o syste-

ma dará o equilibrio cm todas as configurações.

Ucciprocamente para que se dè o equilibrio em todas

as configurações, como as forças A",, F, , Z^ dos binários

resultantes sào divergentes no espaço, é forçoso (§§ lOG, 78)

que tenhamos
^,=£= C=o,

donde se conclue

E.= F.'=E"= F==F'= F"z=G=G ' = G "=0 (185).

IS'ão sendo nullo neninim dos tros momentos máximos ^^

,

!>/ , Cl, se duas dessas linhas coincidirem cm direcção, os

Ires binários resultantes reduzir-se.hão a dous , e verilicar-

se-ha uma das três condições complexas

CSC).

Se duas dessas condições se verificarem a terceira será tam-
bém satisfeita, c o systema de forças dado reduz-se a um
só binário gyrante.

Não tendo logar nenhum dos casos precedentes, osyste-

ma gyrante roduzir-se ha também a dous binários gyrantes,

se os três braços se aohar(Mn situados no mesmo piano, isto

é, se for satisfeita a contiição (1C3), sem que o seja alguma
tias condições complexas (HM), ou (18G).

Finalmente o systema reduzir-se ha lambem a um só bi-

nário gyrantc, se se verificar uma das condições complexas

/; E'
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(184), e uma das tres (186) em que não eutrem as lettras

daqueJroutra.

170. Resumindo pois os resultados a que ultimamente
chegamos, teremos as seguintes condições de reducção de
um systema de biuarios garantes a

:

Tres binários irreduaiveis.

,

Trcs binários reduziveis.

Duus binários irreduziveis. .

.

{Não existência da equação (18S) para um systeraa

dado de eixos de reducção, isto é , para todos elles.

{(18S) a qual, verificada para uni systeraa d'eixos,

seiá verdadeira para qualquer outro.

'l. Uma só das tres condições complexas (184), ou
2. Uma só das tres condições complexas (ISCJ, ou
3. (18S). Sem se verificar nenhuma das condições

complexas (184), ou (i8G).

Se era relação a uni systema d'eixo3 de reducção
tiver logar unia das condições 1 , 2, S, para ou-
tro systema d'eixos verilicar-se-lia também uma del-

ias.

Cm só binário -^

1. Duas das condições complexas (184); ou
2. Duas das condições complexas (186), donde se

conclue a terceira ; ou
3. Uma só das tres (184), e uma só de (I8G),

entrando lettras differentes nessas du.Ts condições.

Verificada uma das condições 1 , 2, 3 para uni da-

do syslema d'eixos de reducção, uma delias terá le-

gar também para outro systema de eixos.

Equilíbrio em todas as con- f
í^^^)' '^'"^'^° '"S^ir «"^ condição para um dado

fi"uraçòes
< systema de eixos de reducção, veriticar-ãe-ha pa-

°
Lra lodos os outros.

171. Quando os tres binários resultantes são reduziveis,
isto é, quando se verifica a condição (183), pôde desejar-se
conhecer as posições dos eixos de reducção que dão iinme-
diataniente dons binários aryrantes, ou um só.

Suppoidiainos cm primeiro logar que o systema gyrante
equivale a dous binários irreduziveis , e que para o svsteina
creixos OX, OV, 0^ é satisfeita a condição 2 correspondente
no quadro acima; para termos osystemà d'eixos OX', OV,
^2' que dá a condição 1, deveremos suppor vg. , C'=G
nas equações da terceira columna (17'2), o que reduz essas
equações a

30 »
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o==c£ -\-c'F -\-c"G
^

o=^cE'+c'F'-{-c"G< V (187)

o= cE"-i-c'F"+c'G"J

Se neste caso forem ^, , B^ correspondentes aos braços pa-
rallelos , isto é , se tivermos

E _ E' __ E"
F ~F'' 7^ '

concluiremos combinando duas a duas as equações (187)

c" (GF'—G'Fj=o; c" fGF"—G"Fj=^0;

e como não suppomos ser

F _ F_ F''

G ~ G'
"

"G^

'

será c''==0, isto é, o eixo OZ' deve ser perpendicular a
OZ , como era Cacil de ver a priori. Para termos a posi(;;'ía

de OZ' no plano OXY recorreremos vg. á primeira das er

quaçõcs (I«7)
,
que se reduz a

=cE+c'F,

a qual, chamando tp o angulo XOZ', d;í

,
E E' E" J,

Por conseguinte todas as posições dos eixos dereduccão, quá
tiverem O.C" lixa na posi(;ão determinada, darão C"=o.

yupponiianios aijora que os braços dos três binários re-

sultarites st; acliào t^ituados no mesmo plano, uào se verifi-

cando nenhuma das condições complexas (134) , ou (J86).

Para termos a posição do eixo O^' que dá C'=0, ser-

vir-nos-hào ainda as equações (187), uma das quaes é con-
sequência das outras, visto que deve ser satisfeita a coudt-
ção (183).

Tomaudo vg. as duas primeiras , deduziremos
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c:c':c"::FG—F'G:E'G— EG':EF'—E'F,

isto é, SC fizermos

teremos

FG'—F'G\

^,_ GE'-G'e
[ (188)

„ EF'—E'F

formulas semelhantes ás que achámos (§ 113) para determi-

nar a liirecçiio do terceiro eixo principal.

Se fosse vg. FG'—F'G= tí, as duas rectas i?, , C,, e

por consci^uinte ^, também, achar-se-hiao situadas em uni

plano passando por OZ: serião pois verificadas as três equa-

ções

FG'—F'G= o; GE'-~G'E=o; EF'-E'F=0;

teríamos A ^0, e c, c, c", tomarião a forma indeterminada,

como deveria ser pois que então as duas primeiras equações

(107) nào sào distinctas.

Tomando neste caso a priíjieira , e a terceira, ou a

segunda e a terceira dessas equações acharíamos

c =

C'=

C"=

FG"—F'G
A'

GE"— G'E
A'

EF"— E"F
A'"

"c =

V ou ^ c' -

c"=

J

F'G"— F"G^
A"

G'E"— G"E'
A"

E'F"=:E"F'

(189).

Se vg. o primeiro destes grupos offerecesse lambem a forma
iudeterminada, o plano das três linhas ^^ , jB^ , C, passaria igual-



íio2 Memorias da academia real

ttiente pelo eixo OY , isto é, coincidiria com o plano OF.S",

e leriaaios

E=.F==G= o,

sendo entíío idêntica a primeira das equações (187). O sr-

sundo grupo (18'J) daria iiecessarianienle , neste caso, va-

lores determinados para c , c', c".

A's equações (180, 18'J) pode dar-se uma íornia mais

simples , e em que não apj)areça a indeterminação, que tem

]o"ar nessas íorniulas
,
quando algum dos eixos de reilucção

existe no piano dos três braços dos binários resultantes. Pa-

ra isso representando, como fizemos no (§ 164), por T, U,
V as áreas dos três parailelogramos que tem respectivamen-

te por lados contíguos i?, , C, , ou^i^, C^ , ou^^, B^, teremos

JFG'—F'G= BC^ rCos B^X Cos CJ— Cos B,r Cos C,XX

^B,C, Sen B,C, Cos ZnT= T Cos l^^nT;

CE—G'E=U Cos Zn U, EF'— E'F= F Cos ZnF,

e como
Cos ;:'»(r=Cos ZnU=Co&Z'nF;

as equações (108) mudar-se-hão em

T

U

V

(I90)j

Chegariamos exactamente íís mesmas formulas transformant

do semelhantemente as equações (10'j).
^

Lo''o todas as ])osicões dos eixos de reducçao, que ti-

verem Õ.C fixa na direcção dada pelas formulas (188, 180,

J90) darão C'=0, advertindo que pela indelerniinaçao Aq

fci-ual dos denominadores dessas equações ,
acharemos aeui-
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pre (luas direcções oppostas de OZ', que satisfazem a essa

condição.

Se o syslema gyrante dado equivaler a um só binaria

resnllante, e se se verificar a condição 2 correspondente no
quadro do (§ I70), para obtermos a condição 1 correspon-

dente, isto é, para determinar as posições dos eixos de re-

ducção
,
que nos conduzem ás equações

devcpSo ser satisfeitas as seguintes (172)

= aE-ha'F +a"G
i

o= hE +b'F -h b"G
;

= aE'-i-a'F'+ a"G' ; o= bE'+b'F'-^- b"G'

;

= aE"'^a'F'+ à'G"; = hE'-{-b'F"+b"G'

;

c como, pelas condições (106), em cada um destes grupos
verticaes todas as equações represenlão a mesma ligação al-

gébrica dos cosenos a, a', a", ou b, b', b", essas equações re-

duzem-se a

Q=^bE^tíF + tí'G;

donde se conciue

0= (aV—bá') E-f- fa'b"—b'à'J F=—c'E-^cF;

o= fab'— ba' ) E+ (a"b'— b"a') G= c"E— cG

;

e por conseguinte

E

.'= , -^ „

G
\/E'+F'-\-G'

Como suppomos ser
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E: E': E'<:: F: F': F"::G:G': G",

podemos em vez das formulas precedentes escrever

c =

(191).

Logo tomando um dos eixos de reducção na direcç3o de-

terminada pelas formulas precedentes, teremos um só bi-

nário resultante.

A's formulas (19 1) se chegaria mais facilmente adver-

tindo que, na hypothese actual, acliando-se na mesma di-

recção os braços dos três binários resultantes , se transfor-

marmos estes em outros cujos braços tcnlião todos a gran-

deza 1 , serào as forças correspondentes A,, B, , C, : com-
pondo pois as forças applicadas aos extremos do braço
commum, cada uma das forças resultantes fará com os três

eixos OX, Oy, OZ ângulos cujos cosenos serão dados pe-

las formulas (191).

Se finalmente siipposermos ser C,= 0, e verificarse a
primeira das condições complexas (ISU), para termos o
eixo de reducção OX', que |)roduz um só binário resultan-

te, é claro, que se deve fazer gyrar o systema de eixos

de reducção OXYZ sobre OZ até que tenhamos B^=^Q,
e por conseguinte

(i= hE+-h'F,

donde chamando ç o angulo de OX', e OX

tg9 E
F'
E'

El — Ml
E" ~~

A,

172. Quando os três binários resultantes tem os braços
situados no mesmo plano, sem que sejão parallelos , nem
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millo nenhum dos tros momentos máximos, as transforma-

ções {|iie esse systoma pôde experimentar representão-se

facilmente |)cla elli[)se de ledncção. Com efleilo qualcjuer

transformação resulta de um determinado deslocamento dos

eixos de docom|)osiç;io OXÍÍZ; e esse deslocamento é sem-
pre dado por três rotações, uma sobre 02, outra sobre a
Bei;utida posição do eixo OX , outra finalmente sobre a se-

j;un(la posição do eixo 0.'2. Ora a primeira dessas rotações

substituo o systoma ^. , B^ por duas outras linhas que são

Beiniiliamctros conjugatlos da ellipse deterininatla pelos se-

midianietros conjiísaclos yí^ , /?, ; e as outras rotações dào
transformações inteiramente análogas. Logo todas as trans-

formações das três linhas yí, B., C^ situadas no niesmo
])lano dão outras três linhas situadas também naquciie pla-

no, que será o mesmo em que devem existir os braços
dos dous únicos binários resultantes, quando um dos eixos

se toma na direcção determinada pelas equações (188, 189,

190).

173. Se tivermos dous grupos equivalentes de binários

{tyrantes, e sup|)osermos que as forças do primeiro decom-
postas em relação aos eixos OX^ 0¥, OZ dão as compo-
nentes A^, y, Z, X', y, Z', etc. sendo x , y , z , x\ y',

»', etc. as coordenadas dos centros respectivos; e suppon-
do que as forças do segundo grupo dào em relação ao3

, 4 • • • •

mesmos eixos as componentes X, F, Z, X', ele. , sendo x, y, r,
•

x*, etc. as coordenadas dos centros respectivos ; se tomar-
mos cm sentido contrario as forças do segundo grupo, ha-
verá equilibrio cm todas as configurações entre esse novo
grupo, e o primeiro dado; Jogo pelas condições (185) deve-
rá ser

t xX— z xX=x yX— T yX=z zX—zzX=0;

rxr— r xF=i yY—z yV=^i: zY—!: zY^o
;

X xZ — r xZ =s i yZ— s yZ = r zZ— i zZ= o

;

isto é, para que se dê equivalência entre quaesquer dous
grupos de binários gyranles, é necessário, e suíRcionte
que sejão correíjpondentemente iguaes os nove parâmetros
íle rotação nos dous grupos.

2.* SEKIE. T. m. p.i. 31



%W.> MEMORIAS DA ACADEMIA REAL

174. As reb(;ões que temos obtido entre os parâmetros

de rotação corrcspondenles a varius systenias de eixos de re-

ducçâo , e as projiriedades coiijifoiíias do ellipsoide dào-iios

varias proprunlades notáveis da decoiii posição de um grupo
qualquer de forças P , P', P", etc. em relação a diverso»

syslemas de eixos rectangulares , mesmo no caso em que as

forcas dadas tem resultante; por quanto suj)pondo que a re-

sultante se applicou em sentido contrario na origem O , a
addiçào dessa jiova força uão faz variar a grandeza dos pa-

râmetros de rotação.

Por exemplo sommando os primeiros, e últimos mem-
bros das equações (17J), acharemos

^"4- B "+ C'^= j;+ B,'-h C7 (192)

sendo esta equação verdadeira mesmo quando^, , B^, Cnâo
])oderem representar os Ires semidiaaietros conjugados do
um eili|>soide, isto é, quando os três binários resultantes fo-«

rem rediiziveis. Ora os dous membros de (192) represenlão

as sommas dos quadrados dos nove parâmetros de rotação das

forcas dadas P, P', etc. em relação aos dous systen)as do
eixos de reducção OXYZ, OX'Y'Z': logo é constante a
somnia dos quadrados de todos os parâmetros de um syste-

ma de forças em relação a quaesquer eixos rectangulares do
reducção, isto é, teremos

SV.V+ IV-^' 1- ^'-Aq- Z^x r+ Zy Y+l-s Y-\-%''xZ\fyZJrfzZ^ Const. ..(105).

Se representarmos por L, M , N os três binários componen-
tes lotaes, que tem por eixos rectangulares OX, OY , OZ

,

será

Z,^ E yZ— i: zY'\

M= z zX—z .vZ\ (194).

N^z xY—z yXJ

E como para todos os sjstemas de eixos rectangulares de
reducção á

i'-hi«'H-iY*= Const.,

substituindo nesta equação os valores (104) , e subtrahindo

o resultado de (193), acharemos
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Ii.Mialmente será constante a funcção dos nove parâmetros

(ic;j), que como sabemos representa o parallelipipedo dos

três semieixos do ellipsoide de reducçào , ou essa expressrio

allecta do signal — , conforme o systema gyrante for dire-

cto, ou inverso.

Se as forças estivessem todas situadas no plano OXT
as equações (lí)3, 194, lyó) reduzir-se-liião a

x'xX+ z-ijX+i:'xY + ríyyz^Const.'!

r xY—s: 2/A'=Const. [ (196),

VxX+ z^ijY-h 2 X xY z yA'= Const.J

E em vez da invariabilidade da funcção (183), teremos ago-

ra a invariabilidade do parallelogramo formado por dous se-

niidianietros conjugados quaesquer da ellipse de reducção,

isto é,
xyY zxX—sa:FrJ/A''= Const.

,

que combinada com a ultima (196) dá

i.*xX+ i:'yY-{-2 r orA^xt/F^ Const.

,

donde

I xX-^t: yY=: Const.

Fsfa ultima equaçSo obter-se-hia immediatamente somman-
do as equações (2» , 31 § 70).

175. Cumpre-nos agora representar, e exprimir por um
modo geral e simples a acção mechaiiica de um systema
qualquer de binários gyrantes no espaço em qualquer das
Buas configurações.

A illrecção dos eixos, bem como a grandeza de cada
um dos mnnienlos dos três binários resultantes cm quai(|uer

configuração, repri!Scntão-se mui simplesmente pela situa-

ção respectiva dos eixos directrizes-

Com elfeito supponhamos que substituímos o systema
do forças dado pelos três binários resultantes principaes.

Sejão OX , OY, 0^ (tig. 16) as direcções dos braços
desses binários que su[)poremos primeiro constituírem um
systema directo, e admittamos a hypolhese de que se parte

31 •
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da configuração inicial cm c|iie as forças positivas X^, Y,,

.S", dos trcs binários tem iguiiJmenle as direcções OX , OY

,

O^. Imaginemos que se j)a!5toii j)ara outra configuração cm
que os eixos directrizes tomarão a posição X'Y'Z'. Sendo
X' pólo de y.S'', e A pólo de YZ, ser;í a intersecção X''

desses dous arcos piilo do arco AA
'

; e como XX' determi-

na o |)lano do braço OX, e da força A, na configuração

X^Y'Z\ s(»gue-se Cjue OA'" é a direcção <lo eixo íIo binário

A nessa configuração; do mesmo modo serão OY", OZ" as

direcções dos eixos dos binários B, C nessa configuração,

isto ó, as direcções dos eixos dos três binários resultantes

em cada configuração são tiadas pelas intersecções dos pla-

nos coorilenados da mesma denominação na configuração ini-

cial, e naquella de que se tracta, sendo cada intersecção

correspondente ao binário da denominação do eixo directriz

não existente nos planos interseclados. (^arla uma das inter-

secções d;í duas direcções ojipostas j)ara o eixo do binário

respectivo; mas é fácil <le ver que vg. devemos tomar o

ponto X", para o qual A'A'' é um movimento directo, se for

XX' <;i»0°, e devemos tomar o ponto diametralmente op-

poslo a A""", seXX''p- 130°; ou contando a distancia A'A^' de

lo que seja sempre A'A'' <] 180°, tomar A'" de modo,
: em relação a esse ponto seja directa a rotação AAT'.

Se os três binários resultantes conslituisscm um s3Ste-

ma inverso, deveríamos tomar os braços correspondentes

a A, B, C nos sentidos XO , YO , ZO , e tomaríamos para

pólos A'", Y", Z" dos Ires eixos os pontos diametralmente

oppostos aos designados no caso precedente.

Os momentos de cada um dos três binários na con-

fin-uracão X'Y'Z' são evidentemente nos systemas directos,

ou inversos
A Sen A'A'', B Sen YY', C Sen ZZ',

tomando sempre os três senos com o signal -t-

.

Temos pois representado complftamenle o systema gy-

ranle na configuração X', Y', Z' j)el()S três momentos pre-

cedentes correspondentes aos eixos OX", OY", OZ".

176. W porém mais natural o mais simplos referir o sys-

tema gyrante na configuração A'', Y', Z' aos (ros eixos fi-

xos A", F, Z, isto é, determinar as grandezas jL , M , N
dos momentos dos três binários componentes totaes ,

que

tem por eixos esses eixos fixos.

po
ino(

que
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Para eflcituar da maneira mais gcral essa determina-

ção, supponhainos em primeiro lugar que se toma, com
qualquer posirão no espaço , o systema de eixos rectangu-

lares lixos 0XY2, e que se parte da coiiliguração inicial

cm que o syslema directriz OX'V'Z' coincide com a-

quelToutro. Chamando nessa conliguração L^, M,, N^ os

inofnontos componeutes totaes relativos aos eixos fixos, te-

remos

ÍIí;=j; (zX—xZj y (197).

N=T (xY-rjXj\

Suppondo agora que se passa para outra configuração X',

Y' , Z', e chamando nessa configuração X, Y, 3" , A'', ele.

as componentes das forças em relação aos eixos fixos, e
L , M, X os momentos componentes totaes respectivos aoa
mesmos eixos, leremos

L= T fijà—zYj')

M^i fzX—xZj > (198).

iV=s fxY—yXj)

Representando por fa, fí , a"), (h , h' , h") , '(c, C, c") os

cosenos dos ângulos que cada um dos eixos OX' , OF',
OZ' faz com os três eixos fixos OX , OY ^ OZ; se desi-

gnarmos por « , C , y os três ângulos que com os últimos

eixos faz cada força P na configuração inicial; e por a^,

C, , y, os aiiijulos dessa força com os mesmos eixos na con-

figuração X\ Y\ Z', teremos

Cos a.== a Cos a.-\-h Cos € -h c Cos y

;

Cos Ç,= a'Cos a -V- 6' Cos Ç-4-c'Cos y-,

Cos y, =a"Cos aH-i''Cos Ç-i-c"Cos yj

e, multiplicando cada uma destas equações por JP, tere-

mos
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X=a X-\-b r-H "Y

.

Y=a^X-\-b' Y-\-c'Z;

è=a"X+b''Y'\-c"Z;

substituindo estes valores nas equações (198), acharemos

M=aI.zX+b-ZzY + c-LzZ— a"'L.rX—b"7:xY—c"lxZ^ (199)

N= a'ZxX+ b'XxY+c'Xj:Z— aXi/X— bXt/Y — (

c"lxZ C

ci:yZ)

equações que nos dão os binários L, M, N relativos á

coiiliguração X'Y'Z' por meio dos nove parâmetros iiiiciaes,

e pelos nove cosenos a , a', etc. que indicão a rotação do
sysLema directriz necessária para se passar da configuração

inicial Al .cr para a contiguraçãu X' i '2'.

As mesmas equações nos darào o momento resultante

total

e os três cosenos -j^, -jy- , -jr- dos ângulos que o seu eixo
iaL vL íat

faz com OX, OY, OZ.
177. As equações (190) simpliflcão-se consideravelmente

tomando os eixos OX, OY, 02' respeclivamentc parallelos

aos braços dos binários resultantes princi|)aos , e partindo da

configurarão inicial em que as forças positivas X^ , Y, , <<>,

desses binários são res[)ectivaniente parallclas a OX , OY

,

OZ ; nestas hypotlieses ver se-ha, pelas equações (ICl), que
as formulas (199) se reduzem a

±L= h"B— c'C\

±M=c C—u"A > (200)

±N=a'A— hBj

tomando nos primeiros membros o signal -+- , ou — confor-

me o systema gyrante for directo, ou inverso. Teríamos for-

mtdas igualmente simples , se conservando aos eixos OX,
OY, OZ as dii'ecções dos braços dos binários principaes,
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parlissenios d'uina confi£:uraçâo inicial, ein que as forcas

X, , Y,, ^, fossem parallelas , nâo correspondentemente ,

aos eixos OX, OY, OZ.
118. Nas formulas (200) substituindo os ângulos d'Eu-

ler , leremos
+ L=:Sen 6 Cos ç B+ Seu 6 Cos ^ C

+ ^/=Sen fi Sen 4- C— Sen S Sen <p ^
J. (201)

+ N=(Sea<pCca^Coí&+CQS(fSen^JJ+ (Sen^Cos<(iCos6 + Si:n<pSeii-i') Jl

.

l

ou
+ L=Seni(BCos(p + C Cos ^)

+ JV/= Sen e CC Sen ,1.— jlSen ç; ^ (20!).

+ iV=Co3ÍCiSeníCos>H-5CQs(pSen>t; + ylCo3í)Sen4. + fiSeníiCos+
,

179 Empregando o systema d'angulos x, y, z, to , as

formulas (200) mudão-se era

+ i=B ( Co* x&wu -Ir (l — Co&f) CosyCo3x\ -^C (Cqsx?,eau— (\ —Cosu) CosyCosz\;

'^M=C (Coáy Sen u-\-(\ - Cos «; Cos i Coi =") +A ^Cosy Sen«— fl— Cosuj CosxCossV-

+ .V=^ ^Cosz Sen»4- fl — Cos.;; CosjrCosy^ +B TCoia Sen-— Cl— Cos «J CosiCosj/V-

OU

±L=(B-¥CJ CoszSencí+ (B— C) (\—Cosuí) Cosi/Cosarl

i -W= (A -f- C; Cos y Sen « -h (C— A) (\ — Cos u>) Cos x Cos 2: v. (203).

t^'=(A+ B) CoszSenw-H (A— B) (I — Cosuí) Coga-CosyJ

180. Determinemos agora as configurações em que o
binário resiilluiile tutal CX se aniquila , e )>or consogtiinto
o syslcma de forças gyrantes se eíjuilibra. Supporenios em
])riuieiro logar, que os três binários resultantes nào são re-i-

tluziveis a um só binário gyrante , ou ao equilíbrio em toi-

das as configurações, isto é, que das três quantidades A,
J» , C apenas uma poderá aniquilar-se.

Para acliar as configurações d'equilil)rio podiamos em-
pregar as formulas (202); mas é muito mais simples apror
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veilar para essa investigação as equações (203), que na
hypothese aclual se reduzem a

0= (B + C) Cos j Sen 41+ (B— C) (\—Coí.w) Cos y Cos »-v

0= (Á-YC) Cos 3, Sen u-\- (C— A) O— Cos u) Cos x Cos « C (Í04).

0= (A-\- li) Cos s Sen u+ (A—B) ('1 — Cos »; Cos x Cos j,^

Multiplicando a primeira por Cos ar , a segunda por Cos y,
a terceira pur Cos z, e sommaiido os resultados, acharemos

O=
(^
(B-\-C) Cos'jr-+- (A-^C) Cos'i/4- (A-^B) Cos'^) Sen «

;

e como não podem ser simultaneamenle zero os Ires lermos

que nuilliiilicão Sen v, concluiremos Sen «= 0, o que reduz

as equações (204) a

0= (B— C) (^1 — Cos „; Cos y Cos 2]

O= (C—A) n — Cos .; Cos o; Cos « y (205).

0= (A— B) ('l— Cos ^; Cos X Cos
j/J

Da equação Sen «= 0, deduzimos »==o, 011 t,= l80°: o pri-

meiro valor corresponde .-í conliguração inicial ; adoptando
o segundo reduziremos (205) a

0= (B—C) Cos y Cos si

O= /'C — ^; Cos :r Cos 2: > (206)

0= (A— B) Cos X Cos y j

equações de que se infere, que sendo dcsiguacs A, B, C
V forçoso, que se aniquilem dous dos três cosenos Cos ar,

Cos y , Cos s: on que, sendo iguaes vg. A , B, as equações

(20G) serão tamliem salisfcilas , quando for Cos sr=0;
que finalmente seAz:iB=:C as equações (206) serão sem-

pre satisfeitas: concluiremos por conseguinte:
1.° Se A, B , C forem desiguaes haverá equilíbrio, alôm

da configuração inicial, somente nas três conllgurações que

procedem desta por uma rotação de 180" sobre cada um dos

eixos priíicipaes.
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2.* Sc forem iguaes duas das quantidades A, B, C, have-

rií equilíbrio, alem das quatro configurações precedentes
^

em iodas as que procedem da inicial i)or meio de uma ro-

tação de 180° sobre um eixo qualquer situado no piano dos

dous eixos principaes a que correspondem os dous momen-
tos máximos iguaes.

3." Se for ^=: i?=: C, haverá equilibrio na configuração

inicial , e cm todas as que procedem desta por uma rota-

ção de líiO° sobre um eixo qualquer.

Se o syslema de binários dado fosse reduzivel a um só

binário pyrante fni, XJ , é evidente que as configurações

dl- equilibrio serião dadas por todas as posições do systema

direilri/, , em que o eixo OX' fosse parallelo a m.

101. Sesupposermos iguaes as três quantidades A, £, C,

as equações ('2o;5) reduzem-se a

+ L =2yí Sen

j: AI= 2 ^ Sen » Cos y )- (207).

±N='iJ Sen

Estas equações dão uma representação simplicissima doi

systema iryrante neste caso. Com eíleito o momento resul-

tante total
,
prescindindo do signal , é dado pela equaçcão

Q^\/L^-rM--i-i\''=2A Sen «,

que indica, que o máximo binário resultante total é 2 A,
ç que o momento do binário resultante total para qualquer
coiiliguração deduz-sc do momento máximo multiplicando-o

Selo seno do angulo da rotação pela qual se passa da con-
guraçào inicial para a configuração de que se tracta. Sup-

pondo que o systema gyrante é directo, o eixo desse bi-

nário resultante coincide sempre com o eixo x, y, z em
torno do cpial se foz essa rotação, cm quanto for „ <:^ 180%
e com o eixo opposto áquelle sendo ».> 180°. O contrario

acontece nos syslomas gyrantes inversos. Vè se por tanto
que, sendo iguaes os três momentos resultantes principaes,

08 configurações so distribuem por um modo slaticamente
syinolrico em (orno de cada eixo de rotação, isto é, ado-
ptando quacsquer dous eixo.s de rotação, liaverá dous bi-

nários resultantes totaes Q da mesma grandeza, e tendo
2.*SERII:: T. Ill P. I. 32
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eixos coincidentes com esses eixos de rotac^ão , se em am-
bos os casos forem isriiacs as rolacues .; .

As conligurações em que Q tem a giandoza maxiina
2 A, resuttão da inicial por meio de uma rotação de 90°, ou
270.° em torno d'nm eixo qualquer.

182. O momento res-tdíantc total Q suppondo u4, B, C
ignaes , ou desiguaos, é, em virtude das formulas (200),
determinado pela equaí^ão

Q== f 1 — a'; //*+ O — i''; 5»+ Cl—c"^J C—iCL"c'J)C+ ca"ÁC+a'b/(B)

— 2 (L'c"JlC+ac"AC + ab'ÀB),

isto é,

Q'=.l--|-£'f C=— (aA+L'B + c"C)-+Z Ca^C+b'AC+ c"ABJ (208)

donde se vê que Q depende só dos três cosenos a, V, c"

que determiiirio a rotação u .

183. Exprimiremos Q nos ângulos 4, , 9, 6, substituindo

em (^200) os valores de a, b', c'', e teremos

Q»=yl»+B»+C^— ('('Cos <p Cos 4^— Sen (p Sen >},Cos i)A+(Cos^ Cos ^^ Cos 6—Sen 4^ Sen ?>; B-(- C Cos õ^j "

+ 2 f(Cos (f
Cos 4-— Sen <p Sen 4- Cos ejBC+fCos <p Cos + Cos S— Sen Çi Sen 4»; .4C+ Co3Õj1b\

OU

â'= .1'+ 5'+ C=— ('('.< + B Cos e; Cos <pCos4.— f^lCose+ B; Sen(pSen4,+ CCosey

+ S ÍCBC+AC Cos 6; Cos p Cos 4.— (BC Cos õ + AC) Sen çi Sen 4, + .í/? Cos 6^

S.....(205),

184. Finalmente querendo exprimir Q nos ângulos x,

y , z , » , faremos as substituições convenientes cm (208)

,

e toremus
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% (BCCos'x+ JCCos'y+ JBCos'zJ Cl— Coi«; +ÍCBC+JC+ BJ) Cos-

= (A^+B^+C*) Sen»a. + 2 (BC+AC+AB) CCos «— Cob»«;

— £ C-í+B+C; f^ Cos'x4.^ Coi^y+ C Cos-z) CCos «— Cos'«;

+2 C^CCos»j:+.lCCos'yi--^í< Cos-z; Cl—Cos u)— (JCoi'x-\-B Coi=y+CCos»s;'Cl—C<w "J' >'

OU finalmente

Q»=C^SeTi=x+i?Sen'^+CSen»3;'Sen'»— 2CBCSen*a:+>4CSen'y+y<BSen-2;Cl—^°5''Jl,„,„x

+ 2 C^Co3»j:+ 5 Cos'y+C Coí'z; (A Sen'x+ B Seií^y+ C Se\í'z ) Cl— Cos «jj

185. Para determinar o máximo valor de Q, suppondo
que nenhuma das quantidades ^i, B, C é zero, recorrere-

mos á formula (208) , e sendo

a= Cos A'A"; i'=Cos FF'; c"=Cos ZZ'

;

deveremos ler as três equações

^^,= o= ^ Sen XX' (aA -t- b'B -\- c"Cj—BC Sen XX>
;

3^=0= 2? Sen YY' (aA'i-lj'B+ c"Cj— ACSen YY';

"%,= o= CSen ZZ' (aA^h'B + c"Cj — AB Sen-S'3'';

se supposermos que não é zero nenhum dos senos Sen XX\
Sen YY', Sen ZZ', teremos

aA+ UB + c'C= l}^^^=é^, donde A=B^C.

Logo se supposermos que A, B , C não são todos iguaes,
não haverá máximo fora das confi^ura<^òes em que altruma
das directrizes OX', OY', OZ' coincide com um dos eixos
priíicipaes.

Suppondo Sen XX'=o, isto é, XX'=o, ou A'A''=I80%
será evidentemente o máximo

32 •
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Q=^B+ C, ou Q^BjfiC,

conforme para o valor adoptado de XX' for directo, ou in-

verso o systema dos dous últimos binários resultantes i)rin-

cipaes.

Semelhantemente para Sen YY'=:q, tercjmos o máximo

Q = ^-j-C, ou Q=iAcfíC.

E para Sen ZZ'= o , será

Q = ^-\-B, ou Q — A(/iB.

E' claro por conseguinte que se for C o menor dos três mo-
mentos resultantes máximos princij)aes, será o valor má-
ximo absoluto de

Q=A^B.
E' evidente a posição que nestas configurações deverão
tomar os eixos directrizes.

Se um dos três momentos A, B , C fosse zero, sup-

pondo vg. C=0, teríamos o inaximo absoluto Q= A-\- B.

180. Dado pois um systema de binários gyranles ,
para

coidiecer de um modo geral o momento do binário resul-

tante t(.ital tí , e a direcção do seu eixo em cada conllgn-

rarào , calcularemos n'uma configuração qualquer os nove

parâmetros xxX, zyX, clc. , e teremos as grandezas e di-

recções dos três scmiilianietros A', B', C de um ellipsoi-

de , do qual determinaremos as direcções e grandezas dos

semieixos, fixando de.sse modo os eixos principacs OX,
OV, OZ e as grandezas A, B, C; as equaç("íes (I80) nos

liarão a posição dos eixos de decomposição que convém a-

(ioptar como íiirectrizes
,
pois que ilão os três biiiarioi resul-

tantes principaes, e teremos por conseguinte os meios de

conhecer facilmente a posição doseixos directrizes cm qual-

quer configuração, a grandeza de Q , e a direcção do seu

eixo, parti o que nos serviremos das formulas deduzidas,

que nos dão Ú, L, M, N.
107. Pelas equações (199) se v(}

,
qiio um syslema de

hinários gvrantes dará um binário resultaiile total determi-

nável em qualquer conliguração , uma vez que conheça-
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mos os nove parâmetros de rotação para uma configuração

«liialqiicr , e iTuma dada posição dus eixos de reducção.

J'ara conhecer essas nove funcções são necessários , e suf-

ficietites, em geral, três grupos d"equaç(jes análogas a

(199). Logo um systema de binários gyrantes é determiná-

vel, em geral, quando for conhecido o seu binário resultan-

te total em três configuraçiles dadas. E' evidente que as

nove equações fornecidas por essas três configurações po-

dem , em casos particulares , não ser suflicientes para a-

quella determinação.
188. Do paragrapho antecedente, e do que se demons-

trou (§ 17.1), concluir-se-ha que dous systemas de binários

gyrantes serão equivalentes em todas as configurações, s0

o forem em três delias , advertindo-se que esta proposição
é sujeita ás excepções indicadas (§ 187).

VL

Systemas gyrantes dotados de resultantéi

189. Do que precedentemente expusemos é obvia a ma-
neira como deverá ser traclado qualquer systema gyrantei
dotado de resultante.

Esse systema iiodenl ser substituido pela sua re.sultan-

te R, gyrando em um centro O arbitrariamente tomado,
e por um grupo de binários gyrantes reduziveis em geral
a três binários çyrantes.

Se o ponto O for o centro do systema , a sua repre-
sentarão é mais simples como vimos (2.* Parte I), poig
que então o systema se reduz em geral á força Í2, e a
duu8 binários gyrantes.
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190. A representação do systema gyrante tornar-se-hia

extrcmanioiite simi)lcs, se fusse possível achar um centro

O para o qual transportando a resultante, o ellij)soi(le de
reducção correspondente se convertesse em uma espliera.

Mas essa sinipliticaçào não pode realizar-se senão em ca-

sos |)artÍGulares
;

j)or qiianlo só potleriaraos dispor de três

arbitrarias '.r , 'y , '^ , coonlenadas do novo centro, para

satisfazer ds cinco condições (182).

191. Para que dous systemas gyrantes dotados de resul-

tante sejão equivalentes cm todas as coníig;urações , é cla-

ro que alem das condições do (§ 173), isto é, da corre-

spondente igualdade dos parâmetros de rotação , é necessá-

rio que tenhamos tajnbem

192. Dos (§§ 187, 191) se copcliie que um systema gy-
rante dotado de resultante será, em geral, determinável,

quando for conhecida a sua resultante, e o seu binário re-

sultante total em três configurações: e infere-se também
que dous systemas gjTantes dotados de resultante são, em
geral, equivalentes em todas as configurações, quando o
lorem em Ires delias.
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NOTAS, E ADDITAMENTOS<

§ G8.

\^onvirc{ tornar mais clara, do que fizemos neste §, a

«listiiicção entre os systemas direclos, e inversos, isto é,
ilcinonstrar que um clelles não pôde converter-se no outro

j)pla simples rotat^/ío dos eixos rectangulares de reducçSo
OA', OY no piano directriz em que lorão traçados. Com
elTeito para qu<í em virtude dessa rotação o S3'stenia vç.

dircrto m , vi' se convertesse em inverso, como a rotação
continua dos eixos deve produzir a variação continna do
angulo de rn , m' , seria forçoso que esse angulo passasse

por 0°, ou 18o'; nesses dous caso;; os dous binários dados,
jior hypothese irmluziveis , equivalerião a dous binários de
braços coincidentes, e por conseguinte reduziveis a um só
binário, o que é inadmissivel.

§ 71.

As formulas (47) deduzir-se-hião directa, e facilmente
das equações (32, 33, 36, 37). Com efleito (32, 3C) dào
para denominador de Cos a , e Sen a a funcção
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XxX^yy—TxYXi/X=A,Bi Sen (m'X—mX) —+ ÁB;

conforme os dons binários resnltaiílcs foroni do systema di-

recto, ou inverso. Teremos pois

A' Cos mX-EyY—À' Sen mXZxY A'B^ Sen (m!X— mX)
Cos a= zp-^^ •- =+

jj^
:

..(A)

y/'Sen mXZTX—A'Coi,mXY.iiX A' A, Sen (mX— mX)
f

Sen0= =

^j^
- =± ^g-

e por simples substituições nas equações (A) concluiremos
immediatauieiite das equações (33 , 37)

B'B, Sen (m'X'-m!X)'\
— Sena^+ 775

'

1

''"^

l (B)

B'J, Sen (m'X—mX)
jCosa=+ ^ J

Se os semidiametros Ai , B^ coincidirem com os semieixos

A, B da. ellipse de reducçào, teremos dando a « , e *' as

designações do (§ 71)

A=A; B,= B;

Sen (m'X—mXj = + Cos«; Sen ftnX—mX) =Sen«;

Sen fm'X—ni'Xj = + Cos «.' ; Sen fm'X—r)iXj =Senct':

equações em que se deve tomar o signal 4- , ou — confor-

me se tratar de systemas directos, ou inversos, e que mu-
dilo (A, B) nas formulas achadas (47).

(> Tc

Demonstraremos que ,
qualquer valor que se dé a

tg XV na formula (54), nunca esta dará Sen' 2 a^l.
Fazendo por simplicidade
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X' A IV v 2 y^C Sen u p-.mX;=A; m'Y,= B;
^^^ ^^

— = K;

(54) muclar-se-ha cm

A' Sen 2. 4-J5' Sen 2a'= K;

a qual, desenvolvendo Sen 2 a', e representando por 31, N
os coclllcientes cie Sen 2 «, Cos 2 a, reduz-se a

3/ Sen 2 »+iVCos 2 a— K. (C),

donde

iW' Sen* 2.— 2A'MSen2i t=— X'-4-iV* Cos' 2«;

suppondo por em quanto que não é

Teremos por conseguinte

K3r , N
Sen 2 . = 3^._j.^ + j^p±^^ V^'^í'^-^'

-^" (D).

Para termos o máximo, ou minimo de Sen 2 « diflerencia-

rcmos o seu valor em relação a it, e teremos

Na segunda hypothese teríamos

MK'=M'+N'; Sen 2 «=+
e por conseguinte

Sen' 2 .= <!.

Na primeira hypothese concluir-se-ha
'i' SERIE T. Jll. p. 1. 33
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K=.±M,

a ullinia equação reduz (D) a.

donde se conclue tarabem

Sen' 2 a= <l.

Supponhamos agora que é

M'+N^=o, isto é, iJí= iV=0;

o valor achado (D) tomaria a torma |. Neste caso substi-

tuindo os valores de M, e N nas ultimas equações tere-

mos
^'-hS' Cos 2 .= o;

jB' Sen 2 «= o
;

e por conseguinte será

Sen 2 o.= o ; A=B] Cos 2 u =— 1

;

logo os braços m , m' são perpendiculares, e são iguaes 09

momentos máximos dos dous binários dados : a equação

(C) dará A':=o, e por tanto será

tgXY=«,

isto ó, quando dous binários cujos momentos máximos são

iijuaes, e cujas furças , e cujos braços são entre si perpen-

diculares , se transformão em outros dous binários cujos

braços são perpendiculares, no se^aindo grupo serão tam-

bém per|)on(liculares as forç.is, e iguaes os momentos máxi-

mos. E como se ilonionstra (õ 84) que na liyputliesc actual

a rotação dos braços é igual á rotação das forças , e no

inesiuo' sentido , conclue-se que todas as transformações >
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<]ne póão soíTier o grupo dado de dous binários , conser-

vando-se os braços perpendiculares , são as que resultão da
rotação do systema OtnX^, Orn'yi, considerado inflexível,

Hol)re o eixo perpendicular ao plano niOtn', suppondo sem-
pre que na configuração em que se considerào os dous bi-

nários dados as forças X^, Y, existem naquelle plano.

§ 86.

Era neste paragraplio o logar mais próprio para se de-
monstrar a proposição alii apenas enunciada. Demonstra-
remos pois independentemente do raciocinio indirecto que
apresentamos depois no (§ 95) ,

que se decompondo um
syslema de forcas gyrantes, dotado de resultante, em rela-

ção a três eixos rectangulares, ou oblíquos, comlanto po-
róm que o eixo OZ seja parallelo a R na configuração enl
que se fez a decomposição, obtivermos ou uma força gy-
ranle , e dons binários gyrantes irreduzivcis , ou uma for-

ça, e um binário íjyranies, ou somente uma força gyran-
tc ; <lcslas três hypotheses aquella que se verificar, será
lambem a que tem logar

,
quando o systema gyrante se

deromposer em relação a outros eixos quaesquer OX'

,

Oy, OZ', comtanto (|ue o ultimo seja igualmente paral-

lelo a K , na configuração em que se fizerão as duas de-
com|)osições.

A demonstração reduz-se a provar que se em relação
ao primeiro systema de eixos se verificar uma das duas
condiçòcs complexas (C2 , C3)

I xX _ z yX _ z zX fT^y.

1^7 ~ s yY zzY ^*^'

zxX= -L yA'=E2:A'=ixr=x yY^z zY=o . . .{¥)

essa mesma condição se verificará para o segundo systema
33 •
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dVirtõs"; donde se conclue imnirdialamcnle que sé para o
primeiro sySlema d'oixo.s nem (I') , nem (E) for verdadeira,

o mesmo iiconlecerá para o hei;iiiido.

Com ('iVuito coi.io a Iraiisiçao das coordenadas do sys-

tema OAFS' para as coordenadas do sysleuia OX'Y'Z se

eircilua por meio das equações

x=px-\-q y -\- r :

y =^j>' x-\-q' y -^rz)- (G)

Z:^=p"x 4- q"y -t- z

multiplicando snccessivamente os dons termos da primeira

lVac(;ào (E) por /;, //, p"
; os da secunda por (/, í/, </" ; os da

terceira por r,r', I ; e sommando ci>rrcs[)ondenleniente os

termos das frac<;ões resultantes acharemos

r iX
%zY'
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£ xX— r-z .vZ r xV— í"'z xZ

z yX— rzyZ t yV— r' x yZ

Siippondo que se tomou para orÍ2;em O o centro da resiil-

laiiie, que se obtém na decomposição em relação ao sjsLe-

iiia 0Xy2, teremos

r ar5'=s yZ=0,

o que reduz a equação precedente a

X xX "^ xY
^yX xyY

(J)

a qunl ser.l lambem verdadeira deslocando-se aoriçem O pa-

ra (jualíjuer outra posição, visto que esse deslocamento con-

serva invariáveis as grandezas dos termos das fracções (J).

i'or nin mudo inteiramente análogo deduziremos da se-

gunda das equações (II)

I .rX" x xY
^

/j^N

z zX X zY

As equações (.T, K) provão que a condição (E) subsiste para

todos os systemas de eixos de retlucçào, uma vez que se

veritique f)ara iiin delles.

Seineiliantemente das equações (F)
,
por meio das for-

n)ulas (C)
,
passa-se para

X xX=x yX=x zX=z xY=x yY=x zY=o ;

e destas por meio das equações (1) , conclue-se finalmente

X xX=^x yX=i zX=z xY=x yY=z zY=o
,

para quando a origem O coincide com o centro da resnllan-

le rclalivo ao svslema OXYZ , e por conseguinte também
para qualquer outra j)osição da dita origem.
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§ 92.

Na demonstração que demos neste paragrapbo de que

o syslema gyrante se reduz a uma força, c a um binário gy-

rantes, quando os três centros O. O', O" estão situados em
linha recta, faltou considerar o caso em que um dossystemas

^A'^ , X, , XJ ,
(Y^, F, , Yj se equilibra em todas as con-

liguraçues.

Supponhamos pois que O' é o centro das duas forças

paralielas X^, A',, o que aniquila o binário gyrante fX^,
X,, XJ; neste caso o outro binário (Y^, F, , Y^J não pôde

aniquiiar-se também, pois que se fosse igualmente O' o

centro das forcas paralielas Y^ , Y^, seguir-se-hia serem O,
Q" paralielas, o que é inadmissível.

§ 94.

Convém que seja rectificado da seguinte maneira o que
dissemos neste paragrapho. Quando na decomposição das

forças gyrantes se toma vg. o plano YC2 parallclo a /?, sem
que esta linha seja parallela a nenhum dos eixos , deve em
geral obtcr-se duas forças gyrantes paralielas a CY, e CZ

,

e um binário gyrante cujas forças são |)arallclas a CA". Nes-
ta espécie de reducção temos a considerar os seguintes ca-

sos.

i.° Se os dous centros O', O" se achão reunidos n'um
só ponto , e é nuilo o momento máximo do binário gyrante,

o systema de forças dado reduz-se a uma só força gyrante.
2.° Se O', O" coincidirem, e não for nullo o dito mo-

mento máximo, o systema reduz-se a uma força e um bi-

nário gyrantes.
3.° Se sendo distinctos aquelles dous centros, for nullo o
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imlicado momento máximo, as duas forças gyrantes redu-

2em-se a uma força, e a um binário t^yrantes, para o (jiie

bastará transportar uma das forças para o centro da outra;

a resultante dessas duas furças não será parallela ás forças

do binário i!;yrante.

4.' Se sendo (li.stinc(os os centros O', O", nfio coincidi-

rem os centros O, O, do binário resultante, nem forem nuU
las as forças deste, teremos a considerar as duas iiypotheses

de serem , ou deixarem de ser paralielas as liniias 0'0'\

00^. Suppondo essas iinhas paralielas, transportaremos o

binário de modo que coincidào os pontos O', O: as íbroaa

applicadas a estes pontos reduzem-se a uma só , a qual nem
será parallela a nenhuma das forças applicadas a O", eO, ,nera

aoj)lano delias. O syslema g^yrante liça ])ois reduzido a três for-

ças íryrantes divergentes applicadas a centros em linha recta,

c por conseguinte é reduzivel a duas forças gvranles applica-

«las a centros distinctos, isto é, a uma forca uyrante, e a um
binário yyrante. Não sendo porém paralielas O 'O", 00^, fa-

zendo coincidir os pontos O', O, é fácil do ver que o syste-

nia se reduz a três forças divergentes applicadas a centros

distinctos não situados em linha recta, e por conseguinte e-

quivale a uma força gyrante, e a dous binários gyrantes ir-

reduziveis.

§ 98.

O quadro que apresentámos neste paragrapho devia ser

completado com o caso de , na decomposição das forças gy-
ranles , se tomar R parallela vg. ao plano YCZ , não sendo
purt^m parallela a CY , nem a CZ. Teríamos pois nesta hy-
jiothese a seguinte correspondência slatica dos systeraas gy-
rautes

:

1
'
Class f Duas forcas gyrantes applicadas a um só pon»

\ío , isto e , uma só força gyrante.
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/"Duas forças çyranles em um só centro, oiimbi-
\ riario iíyrante ; ou duas forças j^vrantes em cen-

2." Classe . [ tros disLinclos ; ou essas (lu;is Turras e um bma-
i rio gyrante cujo braço soja parallolo áliiíhad'u-

V.iiiào daquÉ
"

jeliesdous centros.

"Duas forças gyrantes em centros distinctos

,

, PI _ 1 e um binário gyrante cujo braço não soja pa-
^'' * rallelo á liiilia irunião daquelles dous cen-

tros.

Em quanto aos caracteres analyticos , é fácil de ver que te-

remos para a primeira classe:

z ãX=T yX=^z zX=(r\

T_.rY ^^ . ^J/Y __ ^y±. L-~ir ^
,(L).

Para a secunda classe , designando por X^ a somma das

com[)oneiiles positivas parallelas a CX, será

z y z y z Y

_j-A"
L'/:^' zj:X

(M)

condições que com prebendem como caso particular a pri-

meira , ou a segunda das condições comjjlexas (l.).

l''ÍMaltncnto para a terceira classe d»;vcr:Tio não verificar-

t>e nem as condições (L) , nem as condições (M).

em

§ 100.

As formulas (79) mnemonisão-se facilmente escrevendo

>ez de a, a', a", b, etc. Cos A' 'AT, Cos XV, Cos X'3,
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etc. , tendo sempre o cuidado de pôr em primeiro legar aa

leltras accerituadas A'', V, Z' : ver-se-ha então qiie quando
no primeiro membro temos um coseno em que enlrão duas
Icttras ditlerentes , o valor dellc consta de dous termos dos

quaes o ultimo é (l— Cos «) multiplicado |)elos cosenos cor-

respondentes áquellas duas icttras; e o primeiro é Sen u mul-

tiplicando pelo coseno da terceira ietlra, tendo este termo o

fiignai -t- , ou — conforme no primeiro membro apparecem
duas das letras X, Y , Z por ordem directa, ou inversa.

Quando no primeiro membro entrão duas lettras seme-
lhantes osei^undo teruiu do valor respectivo óíorniado por um
modo análogo ao precedente, e o primeiro é simplesmente

Cos v .

§ 123.

Se ^', B', A", B" forem dous systemas de semidia-

mctros conjugados de uma eltipse cujos semieixos são A,
B , não poderá ser nunca simultaneamente A' perpendicular

a A", e B' aB", a. menos que a eilipse se não converta em
circulo. Com efleito para que fossem perpendiculares áquel-
las linhas era necessário

,
que tivéssemos

A'^ Cto» » + B'= Cos* *'= A'= A"' Sen* a+ B"* Sen» «' 1
I

A" Sen' « -f *" Sen» «'= /»-= Á" Cos» a+B<'* Cos» «' > • (N>

J' Stn a. Cos a+B'^ Sen a! Cos «'=.!"» Sen « Cos «4-B'» Sen «' Cos «'=0 J

Suppondo que não é Sen a Cos a^o, isto é, suppondo que
A , e yl" não tem a direcção de A, ou de i? , concluiremos
das duas ultimas equações (N)

A' A"
^, = -^; donde A'=pA'' ; B'=pB II .

alores que substiluidos nas quatro primeiras equações (N)
<lào

2.* SERIE T. III. p. I. 34
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e por conscgainte

p=\; A= B.

§ 150.

As duas series de configurações cm que lia resultante

única, e que são dadas jiela furiiiula (Iy9), conloniio se ailo-

]ila uma, ou outra das duas coiifigurações inioi;ics em que é

lambem iW= O, s<i apparentemciile são <listiiiclas, por quan-

to todas as configurações de uma das series são coiiij)rchcii-

didas na outra, e reciprocamente. Com ellbito coiibidereuios

\nna coiiliguraçào il/'=o dada pela serie, a que corrcsjiondo

a configuração inicial em que as forças positivas X,, Y, dos

binários resultantes tem res|)ectivamento o.s sentidos do pri-

meiro , e segundo eixos principaes negativos. Essa configu-

ração deduzir-se^ha da configuração inicial, em que A'^ , Yf

tem scntiilos oppostos aos iudicailos, por meio de duas rota-

ções , uma de 100° sobre O^ , outra u sobre um eixo deter-

minado; por conseguinte a configuração ilada procederá da

ctinfiguração inicial
,

que mencioMiíinos ulliuiameiUc
,
por

ineio lie uma sá rotação J sobre um eixo determinado: logo

«ssa configuração proposta deve também achar-sc na serie

ílada pela equação (lõ9), quando se toma ])or conllguraçào

inicial a(juelia em que X,, Y^ tem as ílirccçòes , e sentidos

do priin(.'iro, e segundo eixos priiicipacs positivos

Semelhantemente se prova que se reduzem a duas as

quatro series dadas por cada uma das equações (IGO, 161),

e a uma só as duas series dadas pur (102).
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§ 168.

A ilemonstrarSo deste paragrapho podia simplificar-se

em vista do que se disse (§ ISH). Com etleito tendu-&e rc-

coidiecido que deve haver equilibrio em todas as conligura-

ções nos Ires binários (AA' , XJ ,
(BB', YJ, fCC, Zj

,

como as três forças X. , Y^, Z^ sào divergentes no espaço,
e iierdiuma delias é zero, conclue-se do citado (§ 150), que
um dos três braços AA', BB', CC se deve aniquilar, c por
coiisejj;uiatc (§ 78), teremos

AA'=BB'=CC'=o.

ERRATA.

V? lin. Erros. Emendas.

63 . . . . 2. . . . nem os braços, nem
as forças as forças não

94 . . . 3,4 . . . suppor-se suppor-se applicadag
l£>8. . autepcn. . . (§ 21) (^ 70)




