
MEMORIAS
DA

ACADEMIA UEAL DAS SCIENCIAS

1>K LISBOA.

CLASSE DE mmm IIATHEMATICAS, PIIVSICAS E .\ATIBAES.

Nkí u(ilc cst quod ruriíiiiií sliiUa i-sl gloria.

NOVA SERIE—TOMO I.— PARTE 1.

1MPHEXSA XACIO.XAL.

^854.



PHOPRIKDADES GEIÍAES

RESOLUÇÃO DIRECTA

DAS

COIVGIÍIJEIVCIAS BIIVOMIAS

AO mW)0 DA Illilll;! lios .\l»OS

PoH DANIEL AUGUSTO DA SILVA

LENTE DA ESCOLA NAVAL

E 8U<:iO EFFECnVO BA ACADEMLV BEAL DAS SCIENCIA» DE LISBOA





PROPIUEDADES GERAES

RESOLUÇÃO DIRECTA

UAS

CONGRUENCÍAS BINOMIAS

li\TIIODUCÇÃO AO ESTUDI) IM THEORIA DOS NÚMEROS.'

PREFACIO.

1. A thcoria dos números, considerada por muito tempo mais conio
nn.a curiosidade especulativa, do que con.o um ramo principal e indis-
ircnsavel das sciencias matlicmaticas, tende continuamente a desprender-se
desse desfavor, para oecupar a posição eminente (|ue lhe compete. Culii-
vada entre os antigos com a mais visivel predilecção, os trabalhos deiles
e parlicularmente a adn.iravel obra de Diophanto. como que apenas ser-
viam para ostentar a profunda sagacidade defvses geómetras.

Fermat. no século decimo sétimo, applicando a sua poderosa inlel-

• Esla Memoria foi aproscn..-,,!.-. „a 1.' Classo .la Acidcmia Real das Sciencias 7c
L.sl,oa e„. a .es.sSo do dia íi de Mar,o de ISSÍ. A gra.c e prolongada enfermidade
que o A. tem p.decido fc. interromper a i„,p essa"» d.ranle vin.e mezes. des.le J„„Im,
daquellc anno. for eslc imperioso moli>o. .,ue snhsis.,. .-.inda. deixou o A. de fn,er ;,

rcsao desle prefacio, hem como das ultimas folhas da Meu.ori.-., a começar na pag 117-
e pela mesma causa não pode accresccniar ao capitulo .,. como tencionava, algumas pro-
posições rel.,tiv.s á resolução da congruência .r'= c- além das que são cnutidas no fra-
gmento porqu,. so termina esse capitulo; nem lhe foi possi,eI desenvoUcr os assumptos
q..e de, .nm com|.rel,ender-sr no ,..,pi,„|o ,. ,Io q„. apenas se p.,l.llra o resumo
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ligoncia a essas diirucis invosligarõcs, descobriu muitos tlicoiriniis notá-

veis; mas inlclizinonto, levado t;ilvoz por esse mal entendido espirito de

rivalidade seienliliea, eoin (jue na sua epooa hietavam entre si os geóme-

tras, apresentando uns aos outros, debaixo da forma de problemas, as

descol)ertas (|ue faziam; Ferniat supprimiu a máxima parte das demon-

strações dos seus iheoremas, as (piaes clle afllrma ler aleaneado; c da

veracidade dtssii declaração deve considerar-sc testemunho bastante a bri-

lhante reputação de inteuridade que ellc obteve na sua longa c assidua

carreira na magistratura judicial.

Euler, o génio da lucidez niathcuiatica, apj)licando-se com o maior

ardor ao estudo da thcoria dos números, chegou a obter importantes re-

sultados, cabendo-lhe a gloria de ler sido o .primeiro que demonstrou o

theoicma (]uc especialmente se designa com o nome de Fermat, e que

lhe deu wnvd notável e inqwrlanle generalisaçào.

As descebertas curiosas com ([ue Lagrange enriqueceu esta scicncia

didieil; as excellentes intesligaçõcs contidas na Tlworic dcs iitoiíilms de

Legendrc; as Disquisiliones ArUhinclicce de Gauss, a obra mais profunda,

mais abundante, e elevadamente original neste gcn(>ro; as bellas Memorias

de Poins<jt, e tantos outros escri|)los recentes sobre especialidades da ari-

thmetica transcendente, provam o quanto os analistas modernos tem dado

consideração ao estudo das propriedades dos mnneros.

Finalmente, -f) ultimo jirogranuna da Academia das Seiencias de

Paris, em que apparcre proposto pela segunda vez como objecto do pre-

mio grande de matbematiea a demonstração de um dos tlieoremas de

Fermat, e um solemne documento de nobilitação da theoria dos mnneros

ratificado com toda a authoridade daquella corporação illuslre.

A importância destes estudos já não iióde ser hoje desconhecida.

É sabido o quanto lhes devem os outros ramos das seiencias mathema-

ticas. Basta mencionar, como ponderosas contribuições daquella scicncia

transcendente, no eanqwj da analvse a resolução algébrica das equações

binomias, e em relação á geometria a determinação geral dos números

primos em relação aos qnaes e possivel a divisão siowflika cm partes
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igiiacs da circumfereiícia do circulo, admiráveis descolierlas que primeiro

nppareccram na citada obra de Gauss. Poderiamos ainda accrescenlar cpu'

o LelIo llicorcma de Bertrand, rehilivo ao numero de valores de uma

fnncefio não symelrica de // letras, tlieorema de tào notável importância

na llieoria da resoiuriio das etinações algébricas, não está ainda demon-

strado completamente por isso (pie depende de unia propriedade das nu-

meres primos, cuja verdade não [lòdc ainda vcrificar-se scnào empyrica-

mcnte jkíIo exame desses números, al(' onde clieg;ain as taboas (pie dclles

possuímos.

Em geral pôde afíirmar-se (jue niiiguein está aulhorisado a capitu-

lar (juaesquer thcorias matlicmaticas como destituídas de applicação van-

tajosa, como um mero recreio de elevadas inlelligencias, e como inúteis

trabalhos cm n^laçiio :i verdadeira scíencia. Todas as vcrdad(;s ad({uiridas

.são outros tantos elementos de rí(jueza inlellcciual accuuuilada. Cedo ou

tarde chegará o dia em que a scíencia concreta terá de ir procurar a

este vasto arsenal os instrumentos necessários para grandiosas descobertas,

e que jwr esse modo passarão de theoremas especulativos para a cathe-

goria de verdades praticas. Todds os dias se observa que este ou aqucUr

ramo da physica inalhematica, c da inechanica celeste ou industrial sus-

pende repcnlinaniente o seu descnvolviíucnto para inijilorar dos ulterio-

res [irogrcssos da analyse pura (|ue lhes [)restem o auxilio, sem o qual

a(|ucllas iiii|iorlantissinias sciciicias não podem progredir.

I'.ni relação, ])orem, á arillmietica transcendente, a «pie es|)ecial-

menle nos temos referido, a sua utilidade de applicação coiihece-sc na

asserção de; Legcndre (obra citada), " En effcl, il 7i'est pus tlt thtoraiic

stir les nombres qui nc soit pas riialif à la rtsolulion (Tune ou ile plu-

sicurs iquations indcteniiiiiics « , c ;iinda nielbor na alfirmalíva mais am-

plamente verdadeira de Poinsot
(
Rcjlcxions sur hs príncipesJondami ri-

taux de la thtorie des nondyrcs) « El cependant, pour piu quon y
vcuille réjléchir, d est aisé de voir que celte aritiunétique transccndantt

est comine le príncipe rt la source de talgèbre proprcmcnt dite. Ctsc

une veríté quon pourrait etablir par Ic raisonnenunt. coinnu jr U mon-
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irtini loiíl à ilicun, mais quon peut aussi prouver cu quclquc sorte

vtir rt.rverie/icc. Cur, obscnwz que cc peu quon njout< de temps à nu-

tre à lalsèbre vient du peu quon decouvre par intervalles dans la

sciencc des proprietcs des nombres. »

É por fssas considerações que nós entendemos i|iic é altamente des-

vantajoso jiara os futuros progressos das scieneius malhematicas, que a

theoria dos números continue a ser, como até aqui, quasi inteiramente

banida do ensino. Vêr-se-ha no capitulo n desta iMemoria, que, mesmo

na parto mais elementar da álgebra, na resolução das equações indeler-

iHinatlas do primeiro grau, o emprego de alguns dos principios funda-

mentaes da theoria dos números conduz immediatamcnte a obler as for-

mulas geraes o directas daquella resolução, para a qual, nos livros ele-

mentares, se costuma apresentar somente mcthodos de calculo numérico,

mais ou menos laboriosos.

2. Como o conhecimento di) ijue se contém em um escrij)to mathc-

matico, e que faz (|ue este não seja de todo uma contribuição inútil para

i« progresso da scicncia, é o que pôde animar a emprehender a sua lei-

tura; [ulgámos conveniente indicar desde já mui rapidamente os princi-

paes resultados, (jiic nos parecem novos neste nosso trabalho, em que

aliás se acharão também muitas demonstrações novas de thcoremas co-

nhecidos.

As formulas symbolicas (9, 10) que damos no capitulo i, achar-

se-ha que são suscepliveis de variadas applicações. A segunda serve-nos

como se verá, para demonstrar, de um modo único e directo, vaiios

theoremas para que se empregavam demonstrações diversas e indirectas;

e pela primeira somos conduzidos a uma expressão elegante da sonnua

dos números menores (|ue um numero dado e pruuos com ellc.

A formula i'18}, cpie também se acha nesse capitulo, comprchcndc,

como caso particular, o theorema de Euler (14).

iNo capitulo M, além dos desenvolvimentos (luc damos á solução di-

recla das congruências lineares a uma incógnita, soUjçuo (|ue já antes

liavia sido indicada mui concisamente |)or J.cgcndrc, aiirescniamos tam-
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i>en. formulas dircclas para a soluçáo das c-ongrucncias lineares a nu.ilas
incógnitas, e das congruências simultâneas; e incidenlemente co.nplcta-
n.os a formula de Poinsot, ,|uc dá todos os números primos com qualquer
nu.nero dado, suhslituindo-a ,x)r outra, ,p>c Ibrneoe qualquer numero
(correspondente a determinados residuos relativamente aos factores pr.mos
de que é formado o numero proposto.

A notação de que constantemente fazemos uso em todas as nossas
formulas de resolução, servirá para melhor as fixar na memoria.

Os processos que damos no capitulo iv. para a determinação das
raizcs primitivas, persuadimo-nos serem mais rápidos e directos do (jire

outros que tem sido propostos: e se não conseguimos ainda q.ie esses
n.ethodos sejam sempre isentos de algumas tentativas infructuosas, pro-
cede isso talvez da existência de uma difíiculdade insuperável inhêrente
á Índole peculiar daquelles números mysteriosos, de uma natureza cor-
relativa, postoque de uma ordem superior á dòs números primos. Tanto
uns como outros, será provavelmente impo.«ivel que jamais venham a
ser dados por formulas directas.

O estudo e discussão (|ue fazemos no capitulo v. sobre n (brmula
de Gauss (71). dá-nos não só a formula (73). mas também vários theo-
remas notáveis sobre os residuos (§§ 50 a ;-.6) e o desenvolvimento (79)
daqnella formula.

No capitulo VI apresentamos formulas directas para a resolução da
congruência .r"=l, relativamente a un. modulo potencia de nun.erò
primo e transformamos e-ssas formulas de modo a indicar explicitamente
as raizes primitivas, e não primitivas daquella congruência.

No capitulo vn, em que tratamos separadamente a congruência re-
lativa ao modulo 2". accresccntamos varias considerações e formulas ao
que se acha no capitulo correspondente da Memoria de Poins<it.

No capitulo vn. achar-se-ha não só varias formulas directas para a
resolução de .r*= 1 relativa a um modulo m.dtiplo qualquer, mas ainda
o thcorema í|uc nas dá o numero das suas raizes, e a investigação dl
existência de raizes priniitivas. e as formulas ,1a sua determinação.
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^() cniiimld i\. (Mil (|uo consideramos geralmente a congriioiuia

ax'i=Ji jiara iim iiiodulo (iual(|iier, acliar-sc-lia todas as eondieões ge-

raos da sua possibilidade; o processo de abaixamento do seu grau (§§ 122

a 12Í), e uma extensa investigação, qne nos parece inleirameute nova,

sobre as pro[)riedades e calculo dos radicaes modulares (§§ 125 a 157),

tlicoria que além do interesse (juc pôde olTerecer para a resoluçào daquella

congruência, tem muitos pontos de contacto notáveis com a theoria dos

radicaes ordinários.

O pciisainciilo que principalmente nos inspirou na redacção desta

Memoria, pensamento que domina também em varias das demonsi rações

novas que apresentamos, foi darmos, ([iianto nos era possivcl, processos e

fornadas direitas para a resolução dos problemas relativos ás congruên-

cias binomias, que são o jionto de partida da theoria dos números.

Os melbodos indirectos e particularmente os só ap[)lieaveis ás ques-

tões numéricas, são notavelmente infeiiores ás formulas gcraes e imme-

diatas. É só por meio destas, e não com o auxilio daquclles processos,

iiue poda servir a resolução das congruências para o descobrimento e de-

monstração das propriedades dos números. Além dessa vantagem funda-

mental, as formulas geraes tem quasi sempre a importante utilidade

pratica, de se prestarem ás applicaeões com muilo maior facilidade,

accrescendo ainda que cilas possuem exclusivamente essa belleza intelle

ctual que resulta da absoluta generalisação, qualidade que não só as faz

gravar mais profundamente na lembrança, mas que é também o caracter

que continuamente tendem a adquirir todos os ramos das sciencias ina-

ibemalicas, e (pie é o ultimo ilesi/Zi riituiii da sua pciTectibiliiladc.
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NOCOES PRELIMINARI.S.

3. A liin de dar a csle iiasso trabalho uma certa unidade .scicntifica,
de modo que ix)ssa servir como iiitroducçào ao completo estudo sobre a
tlioona dos números, pareceu-nos conveniente começar por varias consi-
derações preliminares acerca de algumas noç(>s e princípios, que nào é
uso serem tratados nos livros elementares.

Todas as letras que empregarmos designam números inteiros. Pelas
letras /, i, / , i", ,;, ,, ctc. exprimiremos unicamente os números impares.
Em vez de escrever as ec|uaç<-5es indeterminadas ao modo ordinário, vg.

ax -\-bij= r,

empregaremos (juasi sempre mna notação análoga d de Gauss. islo e,
escreveremos

O ax^cMh, ou it/._.r.M(/,

expressões mais simples que as daquelle goometra

a rs=f fmod. A); 6i/s;r (mod. ff\
\.' CI.ASSF. T. I. r. I. o
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As Ibriiiiilas (Ij deiioniiiiaiu-se congrutiicias, e \i^. a primeira delias

exprime ipie f é o reslo da divisão de ax por b; a este divisor dá-se o

nome de modulo. ISessa divisão eiiiprega-se a palavra resto, ou rcsiduo

\\\\n\ sentido mais amplo (pic na arillimetiea, pois (|iie o consideramos

eomo |K)den(io ser nej^ativo, ou maior (pie o divisor. O modulo consl-

<lera-se sempre eomo positivo. A congrueneia

a X^ cM 6

diz pois unicamente que ax— c é divisivel por b, e lê-se ax côngruo

com c jiara o modulo li. Nessa congruência é c o resíduo de ax para o

modulo li, ou também ax o rcsiduo de c para o mesmo modulo. Donde

se vê ([ue um numero qualquer i A pôde ler infinitos residuos para o

modulo p; cliama-se resíduo mínimo o menor numero positivo /•, tal

que úzÂ— /• seja divisivel por p.

Quando se escrevem diíTerentcs congruências relativas ao mesmo
modulo, basta exprimir este na primeira delias.

A notação das congruências tem a grande vantagem de poderem

essas expressões ser tratadas como e(|uações, porque cflèctivamente gosam

de propriedatlcs inteiramente análogas as destas. Pódc dizer-se até, que

as congruências são uma espécie de equações, em que de algum modo se

considera o modulo como zero. Com effeito é fácil de ver, ([ue da con-

gruência

(2) A^BMp
deduz-se

Aàztnp^B + m'p : pA^pB^O,

e immcdiatamente se reconhece a analogia destas conclusões com o que

aconteceria, se a primeira congruência se convertesse n'uma equação, e

se supjiosessemos p=^0.
4. Ver-sc-ha também a inteira similliança das seguintes propriedades

com o que correspondentemente se verifica nas etiuações, e que são mui
fáceis de demonstrar, convertendo ([ualíjucr congruência como (2) na

e(|uação c([uivalente

A^B-\-mp.

I .° Podem jnntar-se, ou tirar-se (|uantidades iguaes a ambos os

membros de uma congruência, ou passar um termo de um para outro

membro, mudando de signa 1.
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?." A soniiiiu de todos os primeiros meinbros de varias cong;ruencias
referidas ao modulo p, é eoiigrua para o mesmo modulo com a somma
de todos os segundos membros.

3.° Uma con^Mueiieia subsiste mulli|ili(aii(lo andws os membros pelo
mesmo numero, ou dividindo-os por um numero (|ue seja primo eom o
modulo.

i." Se o divisor não é primo eom o modulo, dividindo and)os os
membros por aipielli; divisor, teremos uma nova congrueneia, cujo mo-
dulo será o quociente do primeiro dividido pelo máximo divisor entre
este, e o dito divisoi-.

5.° Podem mulli|)li(ar-sc ordenadamente os membros de varias con-
grueníias relativas ao mesmo modulo, que o será lambem da congruência
resultante,

6.° Podem elevar-se, sem alleraçiio do modulo, amlx)s os membros
de uma congruência a uma potencia (|ual([ucr inteira e positiva.

7.° Os números côngruos para um modulo qualquer tem iguaes
resíduos minimos; e se forem incongruos , as rcsiduos mínimos serào
diderentes.

8." Das duas «ongruencias

concluiremas tandjcm, dividindo ordenadamente os seus membros,

A= B,

com tanto iwrem, (juc um dos números a, b, c por conseguinte ambas,
sejam primos com -p. Com cfleito, se a ultima congruência é inexacta,
sciá

sendo numericamente /•<;?. Desta e da segunda das proj>ostas tira-se

e pela primeira

r6= 0:

ora sendo b primo (om p, seria / divisivel por p. o que e im|)assivel, |K)r

quanto numericamente r<ip: logo necessariamente se verilicnrá o tlieo-

rema enunciado.

2.
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5. Além (las analogias i)r(*toiifnU\s ciilre as eqiiarõcs c as congnuMi-

cias, a nota«ào do Gaiíss, de (jiie usamos, tem ainda a vantagem de re-

prescntar os iiroljlemas relativos á analvsc indeterminada, segundo a na-

tureza que elles teem as mais das vezes; pois ([ue IVetiuentemenle se pede

nesses problemas, cpiaes devem ser os valores de eertas ineognitas, para

(jue uma dada funeeão delias se torne divisível por um modulo qualquer,

sem nos importar eonlieeer o (luoeicnte, (|ue eílí-cti vãmente se não exprime

nas eongrueneias. Cliama-se raiz das congruências (1), ou mais geralmente

da congruência do grau m

(3) aj'"-t-6j"-* + c,í"-M h«= OM/)

cpialquer valor de x. que llic satisfaz. Como é laeil de reconhecer, se

houver uma raiz .r, de (o), dessa podor-se-ha deduzir uma infinidade de

outros numeres dotados da mesma propriedade, islo é, podemos juntar

a j-, qualquer muhiflo do zero relativo p. Chamam-se porém propria-

mente raizes de (3) os números positivos e menores que p, que lhe sa-

tisfazem.

Na congruência (3) devem suppor-sc todos os coefTicientes não divi-

síveis imr p; aliás poderíamos supprimir os termos correspondentes, e a

congruência resultante teria as mesmas raizes da proposta. Podem tam-

bém considerar-se congruências, em ([ue appareça explicitamente mais de

uma indeterminada. O grau deitas congruências determina-se como nas

equações.

(). A congruência (3), cm que suppomos p primo absoluto, e primo

com a, nào pôde ter mais de m raizes. Este theorema importante, que

é devido a Lagrange, pôde provar-se por qualquer dos methodos, que

servem para a demonstração da análoga propriedade, que se verifica nas

equações. Podemos também proceder da seguinte maneira: seja « imia

das raizes de (3), será

(pie subi rábida de (3) dará

a[a'— x-)-h bix—' — u—'] -h c [j—''— =,--*)-] h<(.r— a)= 0,

que evidentemente se transforma em

(4) (t— a)(aa:"-'-f-í''x"-''+r'.r"-'H \-l)^0.
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As raízes de (3) são as de (í), c reciprocamente: e Iodas as rai/.cs de (4)
são todos os números menores (|uc p, ([ik' por este modulo tornam divi-
sível qualíjuer dos dois factores do primeiro membro de (í). Ora para
o factor a,—-ac só lia uma raiz <p, (|ue satisfaça a essa condição; e i>ara
o outro factor haverá tantas quantas sào as raizes da congruência

a.í— '-+-// j"-'-f- 1-(= 0;

logo se designarmos geralmente por 4, ;/ o maior numero de raizes (|ue
[Mule ter a congruência

ax"-f-7a;"-' + rj"-^H = 0,
teremos

^m = \+.l [m— 1)= 2 4- ,1, [m— 2)= 3 -f-.^ (m — 3) = . .

.

= m— 1 -H .;, 1 = »( -f- ,^ 0.

Ora 1^0 corresponde visivelmente à congruência

= 0,

que é absurda na liyiKXhese adoptada de nào ser a divisivol por p; looti

'|'0=0, c por conseguinte
"

^ m= m.

7. Um dos thcoremas de uso mais frequente na tlieoria dos núme-
ros, é a formula cpie, para qualquer grandeza de N, dá o numero, (luc
designareinos por

oJ\; de números nào maiores tpic TV e primos com
clle. Se 7V=1, (^jY=i- e se JY>Í, os números primos com N, que
consideramos, sào todos menores que A'.

Sujijiondo ix)is que os factores primos diversas de N são J, B, C,
cie. isto p. sendo

o tlicorema indicado é

(3) ç.Y= ..l"-'//-'c ~\..[A-l){R-l)if-i)....

Para demonstrar esta formula empregaremos uma notação, <|ue i)ode van-
tajosamente servir em outros casos. Su]iponliamos (jÚe numa serie S
qtial<iuer de números (cjue consideramos reunidos, e nào sommados, jtois
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qiic mesmo alguns dolles i)odcm ser negativos, sem que dalii resulte rc-

ilncrõo alguma) se iiode ([uacs sào atincUos que gosaiii de certa jirojirie-

dade a; designa remos |>or iV a ;y7/?//í?o desses números; similliantemente

serão .Sj. cV, ,, S. i,, ctc. a reunião dos termos de 5 dolados da proprie-

ílade l>, ou dotadas sinudtaneamente das propriedades h, c, cte.; e será

vg. .Çj a reunião dos lermos do .S), dotados da pn)pi'iedad(! c. \i fácil de

ver que será vg.

S„~ S,. ,„• .s:, = .V„, , = S„. I.. , : eto.

Dti mesmo modo representaremos por 'S, °'6', "S a reunião dos lermos

de S [irivados da propriedade a, ou das duas a, b, ou a reunião dos ter-

mas de 'S privados da ]iro|)riedade d etc.

Se a reunião 5' iòr obtida pela suppressão dos termos das reuniões

5", .S'", ctc. os quacs compõem as reuniões iS'^, S'' , ete., isto é, sendo

(6) S'=S''^S'''-\ V'— 5^..

é elaro, que será vg.

5„'=.s;' -^ 5,.'" ... — sr— sj. .

.

Suppostas estas noções teremos

(7) 'S= S—S,= S[\—a],

entendendo-se pela ultima notação symbolica, que a letra a na multi-

plicação passa para indice.

De (7) conclue-sc

(8) )

I

islo e, em geral

(9) -'.^.'S= S[l-a][l-b\[i-c]

cntcndendo-se sempre que os productos dos números a. h, c, ele. passam

a índices compostos das series respectivas, e {pie ([ualcpier indice com-
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|K)st<) a^^ equivale a mu indico siniplt-s a. h, c A formula ['.)) nào
c . .

.

só nos dará a reumão do todos os termos de (|uc se compõe '• ''
'S, mas

também nos fornece immedialamcnte a sua somma, uma vez que lío se-
gundo membro realisomos a somma algébrica de todos os valores S,, S^,
elo., que entram naiiuoUe desenvolvimento.

A mesma foruuda dá-nos também inuncdiatamente o numero dos
numeras contidos em '-'"ÓV por quanto se designarmos esse numero
iwr i|/ '•'"S, e SC a caraolcrislica -^ tiver uma signilicação análoga,
applicada ás series additivas e subtractivas do segundo membro de Í9\
(í claro que teremos "

''

(10) ^••''••5= .^.S-íl_„j:|_^^;i_J...

Esta formula contem, como um caso muito particular a demonstração
da cquaçào (;^}. Com enoito, se a serie S fòr a dos números naturaes

1, 2, 3, . .
. N-^A^B €''

.

. . ; se a indicar a divisibilidade de um dos
Tiuineros dessa serie por A; se b, c, etc. indicarem similliantcmente a
<Ii visibilidade por B. C. etc., teremos, por serem A, B, C, cto. primos
entre si,

S.= S.i; S,= S„; ele. 5„.j=5./b: 5'..,,,= ^v^c; ele. '' '5= '^"''a:

*'

,.
JV V v

i;.A.=-.- ^^^=-: '^

•"'•*=.Ti-
''•^- 'i

'•'"À'= ?A',

o que mudará (10) cm

=.r-'«p-'r''-'...M_i) («_! r-D...

Sc (òr simplesmente N=^A°, teremos

çA-= .r-' (.-(— !•:

c se \ lôr \nu numero primo absoluto, será

s.V--=A — I.
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S. Da formula (i>) é fácil de concluir, que se A', D' forem primos

cnlrc si, leremos

(M) çA'=-..4'B'= y/l'Xf«',

iiois (iiio sííiulo ('. D. t'li'. "s iiií-lorcs jirimos de ,/', e E, l'\ ele. os do

B'. os qiKies serão iniiuos com os primeiros, será

=6'"-'L''-'...7í^-'f^~'.-.(C-l)(D-l)..-(£-l)(f— !)•.

=5^;° d'' . . . X?Ê^ /'"^-
. .=?.4'X í B'.

De (11) deduz-se, sendo ,/', B\ C , etc. primos entre si,

(12) ^A'B'C'...= '^A',ftíC...^<iÁr^B'^C'...

y. A formula (5) foi descoberta por Euler (Nuvi Comment. Ac. Sc.

Iiiip. Pitrop. T. vin) que a demonstrou jwr um modo summamcnte en-

genhoso e geral. Posteriormente (Acta Ac. Sc. Imp. Pctiop. 1780, pars ii)

publicou duas outras demonstrações da mesma formula, (jue de certo nào

tem o mérito da primeira. Em uma delias emprega-se uma longa e mi-

nuciosa indueção, que pela sua crescente difliculdade deixa bastante ob-

scuridade no espií-ilo; a outra, como Euler confessa, foi-lhe suggerida

pelo exame das oi)erações indicadas que dão a funcção t^N. Esla demon-

stração, aliás extremamente simples, é, como bem observa Poinsot (me-

moria acima citada, inteiramente destituída de rigor. Este ultimo geo-

mctra reformou o i\\wi nessa demonstração havia de inconsistente; mas

deve advertir-se que a indueção, de ([ue usa Poinsot, requer, para ser

indermidamcnte continuada, uma grande contensào de espirito, o que faz

([ue a sua apparcnte facilidade não se prova pela pouca extensão >com

que esse raciocinio foi redigido.

Gauss (obra citada) dejx)is de demonstrar, como e fácil, a verdade

lia formula i'5) para (juando N é potencia de um numero primo, pas-
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SI a fundar o ca.so geral iia dcinoiístracão da Ibrmula (12\ O seu pro-
(•o.s.so. i.osto<|uo cxtreinanienle engenhoso, é innegavcl.nente menos sim-
ples <|ue o (Ic Poiíisot.

Legcndre (Tliéork. d,:s vomlncs 3.' cdU.) aproveitando também .
para a den.onstrarào

, a for.na do valor do .^ N, doiK.is de feitas as
o|.erar..es respectivas

, empregou uma induceào bastante laboriosa . que
para eonveneer completamente, é necessário ainda (pie o leitor suppra al-
guns desenvolvimentos

. ,p,e explicitamente se nào encontram no texto.
O Sílr. F. S. Margiochi nas suas //«tóMtócj mathematicas

, que
brevemente verão a luz publi.a , contemplando a forma geral daíiucl-
le dasenvolvimento

, procurou demonstrar (|ue ella apiivale a um pro-
cesso suceess.vo para achar os nu.neros menores que N, e primos com
clle

;
mas a imluccào de cpie faz uso esse distincto analysta está mui

longe de ser evidente.

A demonstração que demos, que julgamos nào ser mais longa que
a de Pomsot, pruuipalmente se a restringirmos ás condições particula-
res do theorema

, para que especialmente a empregámos
.'

tem sobre a-
quella. nos parece, a vantagem de não exigir a grande conteasão de
espirito indispensável a uma enumeração, em que continuamente cres-
cem os elementos, cpie se devem ter presentes ao entendimento.

10. As formulas (9,10). que teeni ainda a vantagem de expri-
mir iheorcmas muito mais geracs que o de Euler . ,.odcm servir com-
modamente para a demonstração de formulas importantes e curiosas
sempre que seja possível determinar cada um ,los svmbolos .9 ou
<|- \ de maneira (|ue a reunião delles jiossa reduzií-se a uma fJrinu-
la lacil de calcular.

Por exemplo
, a equação svmbolica (9) dar-nos-ha

. por meio deuma expressão elegante
, a somma de todos os números nào maiores

que N, e primos com ellc.

Para o conseguir
, considerando o segundo membro de (9) co-mo uma somma algébrica de todas as expre.ss,>„s svmbolicas. que ncl-

le entram
, determinemos o valor de qualquer delias.

E fácil de ver (pie teremos

•S-, = I -i-2 -1-3 ^ . . . -hA-=^' (A^-í- 1)

;

1." CLASSE T. 1. r. 1. O
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c slniilliaiitcmcnte

S.= J(í+l);«c.....= í(,í.+ l).. «,..„.

P;)ra obter o valor procurado , devemos reunir as duas somnias

.

cuie resultam da addição dos primeiros termos e da addição dos se-

gundos termos dos binómios , (|uc repre-sentam os valores dos symbo-

los , que entram no segundo membro de (í)). Para termos a primei-

ra destas somnias , basta cm (9) substituir S ])or N ; a , ô , c , etc. por

111 etc, c multiplicar o resultado por -^ , isto é, teremos
Â K C

' -»

í-^('-y('-J)('-J)-- í'^-

Os segundos termos dos binómios substituidos em (9) dão o mesmo re-

sultado, que se obteria suppondo

isto é , acharemos

?>(i-í)(i-í)(í-i)---=0-

logo SC designarmos por z ^ ^ somma de todos os numeres não maio-

res que N . c primos com ellc , será

(i3) xiV=^çAr.

Se N for um numero primo , como cntào 9 iV= N— 1 ,
lere-

mos

i:A= —T-^>
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como aliás era evidcMitc, |H)Ís (lue

i: .V= 1 + 2 -I- 3 -I- . . . -t- íA'— 1).

Para iY=-- 1 , p para ^Y=? , será

r A = 1 :

este resultado não será i)oréin comprehcndido na formula (13'' para
N=l.

Se N tem um laclor impar > 1 , pela forma de ç; iV se reeo
nhecc que esta funccào e divisivel pnr 2 , e por couscguíiile (13) de-
monstra (jue tN é múltiplo de ^Y.

Chegaremos similliantemcnte á masma conclusão, se for N== 2°,

sendo a> 1

.

Logo £ iV é sempre múltiplo de A\ excepto os casos únicos de ser

iV=l , ou A"=2.
1 1 . Passaremos agora a demonstrar outro theorema , cuja appli-

eaçào é freíjucnti.ssima na tht-oria dos números. Seja a um numero
([ualquer, e p um modulo i)rimo com a ; será sempre

Ibrmula (\\h\ (]uan(lo p Inr numero primo, se reduz a

(13) «''-' = IM/).

O theorema (1:S) tem o nome de Fermat seu inventor, (nie o
publicou sem demonstração (Feniiatii Opera Malh. 1079 p^;--. i(!3^.
Kider tendo por algun» tempo procurado infrucluosamente "essa de-
monstração (Coiiiw. Jcad. Petrop. t. vi. pag. lOO; conseguiu finalmente
obtcl-a (Comm. Acad. Petrop. t. viii.j por meio <le utna simples eri-^o-
nxsa inducção. Posteriormente o mesmo analysia [>ul>lieou outra demons-
tração fundada cm |)rincipi()s mais elementares. A demonstração de
Gauss (obra ciuida % LI.) é notável pela sua simplicidade , e jior de-
monstrar um theorema nuiilo mais geral (|ue o de Fermat. Tem
ainda sido publicadas varias outras demonstrações da fornnda (1.")), bem
cómoda sua gencralisaçào i^lí). tpic é devida a Euler, que primeiro a
dcntonstrou (Nova Ada Prtrop. t. viu. pa<^. 7.)^.

xVpresenlaremos a dcmoitstração da lorimila (I í) dada iH)r I',iin-

3 .
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sot (momoria cilada pag. 32) , por nos parecer a mais simples e ele-

mentar de t<xlas as que tem sido publicadas.

Seja

(16) 1 . a. (3, y, a,... (p—\)

a serie dos
(fp

numeres menores que p , e primos com elle ; multipli-

cando-os todos \ntv ura qualquer delles , diverso de 1 , acharemos

(17) a , aoc , af3 , Oy
, rt (5, . . . « (p— 1);

cada um destes números é visivelmente primo com p ; demais se os di-

vidirmos successivamentc por p , os ifp resíduos achados, que são tam-

bém primos com p , serào todos diversos , pois tpie se vg. a « , « y des-

sem o mesmo rcsiduo , a («— y ) seria divisível por p , e como com
este é primo a , seria a— y <Cjt> divisível por p , o que é impossível

;

logo aquellcs resíduos são exactamente os
(fp

números (16). Podemos

pois formar (fp congruências , todas relativas ao modulo p, em que se-

jam primeiros membros os números (17), e segundos membros os nú-

meros (16), jiostoque estes possam apparecer n'uma ordem diffcrente

das primeiros. Multiplicando ordenadamente essas congruências , acha-

remos

1 .a.|3.y ... (p— 1)
/''=1 .a./3.y. . . (p— 1) Mp,

donde se conclue
,
por ser ^ primo com os números (16),

a^=l.

Não s<') a demonstração que damos suppõe a primo com p , mas
efrectivamentc se reconhece que (14) não pôde subsistir, uma vez que

a , p lenham um divisor commum . o qual não pode dividir o segim-

do membro I .

12. De (14) conclue-se

logN) se for

a ^ = 1 ;

"o

n j ni 9 D r m

«

p
„= m'fp-\-r, e a ^l^o '^.a ^a ,

scrã (§ 4 , 3.°)

0*^= 1.
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13. Supiiondo ser n <-,;> o niPiior valor de x que satisfaz á
congruência

é forçoso ([uc seja n divisor de <Sfj,. Com cfleilo , se podesse ser

sendo r <:^n , e diverso de zero , terianios

isto é , haveria um valor x= /• < w , que satisfaria a

a'=l,
contra a liyfwtlicsc.

Vè-se i)ois também . que sendo n o menor expoente de a , que faz

a"= 1 ;

se tivermos

m= f/H -t- r , sendo r< « ,

será

Logo SC for a'"^l , será necessariamente 7==0. m^qrt.
14. Tendo pois n a signilicação acima dada , diz-se que a é raiz

primitiva da congruência

x"= I.

Sc ;> é numero primo
, ([ualquer raiz primitiva da congruência

<liz-se lambem raiz primitiva do numero p.
Adiante demonstraremos a existência . e as propriedades destas

espécies de raizes.

15. Sendo a" a menor potencia de a, que produz o resíduo 1 pa-
ra o modulo p , vê-se que os termos da serie

a,a^,a',a*,...a''
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daruo , para o mesmo modulo , n resíduos diversos ; |K)is tjiic se vg.

P .,
tivéssemos a , a com o mesmo resíduo , seria

e sui)jx)ndo « > (3 ,

|3

a'-P=l.

o que é impassível, pois «— /3<«.
A serie indednida das potencias de a

a, a"" , a'' , a"

reproduzirá por tanto , de n em n termos , e pela mesma ordem , os

n residuos que correspondem aos n primeiros termos.

Se a for raiz primitiva de p , será ?t=p— 1.

IG. Aotlieorema de Eulcr pode dar-se, como vamos mostrar, uma
notável generalisaçào.

Com efTeito , seja um numero qualquer p= abcd . . . , sendo os

factores a, b, c, etc. primos entre si, e m o seu numero; teremos

sempre
iPp <9V Vp

(18)
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II.

KESOLUCaO das CONCRUENCtAS LINEARES.

17. A congruência

(*9) ax^cMb

é indeterminada , isto é, satisfaz a ella qualquer valor de .r, quando a

,

c s3o ambos divisiveis por l/.

Será impossível, se, tendo a, b um divisor qualquer, este não di-
vidir c.

Se for d o maior divisor commum de rt , c , e se tivermos
d=d'd", sendo d' o maior divisor commum entre d, e ò , da
congruência (19) conclue-se

a e .,6

Para resolver pois geralmente a congruência (19), podemos sup-
l)or que a , c são primos entre si , c do mesmo modo a , b.
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A resolução da congruência (I'J), ou da equação equivalente

ax -i-by= c ,

cm que .c , y devem ser números inteiros , foi primeiro achada jH>r

Bachet de Meziriac (Problhncs plaisans et dãectahles 2." cdit.). Dc-

vc-se a Lagrangc (Additions à Cal<^U>rc d'Eulcr) o ter reparado a

injustiça com que os geómetras esqueceram aquelle serviço.

Euler , ignorando sem duvida a descoberta de Bachet , publicou

(Comm. Acad. Pclrop. t. \i\.) um processo, que exigindo as mesmas «-

|)erações que o de Bacliet , apresenta-se porem de um modo muito

mais natural. E o methodo das indeterminadas , que se encontra em
ijuasi todos os tractados elementares de Álgebra.

Lagrangc (Ilist. deiAcad. de Berlin \li!>l pag. Mb) reflectindo,

(jue as operações do methodo de Euler são exactamente as precisas

para determinar as dilTerentes reduzidas da fracção r, ou-, achou que

a penúltima reduzida
,7 de - , dava uma solução da equação

ax— 6t/= ± 1

.

donde se conclue facilmente a solução geral de

ax— 6j/= + f

.

Poinsot publicou (obra citada) duas soluções novas da congruência

ax^ 1 M6

,

as (juacs desembaraçadas da elegante representação geométrica , que o

author liics deu, reduzcm-se ao seguinte processo pratico. Pelo primeiro

methodo substilucm-se successivamente na congruência precedente todos

os números 1 , 2,3, etc. menores (jue b , até achar um que satis-

faça. ILste processo, considerado como operação arilhmctica , não tem

pois importância alguma pratica : é apenas uma successiva verifica-

<"ão. O segundo processo , encarado sob o ponlo de vista arilhmeti-

<:o , tem decidida utilidade [)ralica , se lhe tirarmos a forma de en-

saio successivo , que o author lhe dá , para o converter , como abai-

xo faremos , em uma formula directa (•\

(•) Isto, liem como o que se srj?iic rilali>amrntp ás formulas direclas de resnlurão

lias congrucncias lineares , tinha sido escriplo aiílcs de vermos na 3.' cdirão de l.cgen-
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Por esse processo elevem forinar-se as potencias successivas a

,

a*, a*, etc. , tendo o cuidado de substituir a cada uma o seu resí-

duo miniino para o modulo // , até que se chegue a uma poten-

cia

a-= lMA.
e cntJo visivelmente será

O numero m, que indica o numero de operações que se devem eflci-

tuar , nunca poderá ser maior que o numero que indica o numero

de numeras menores que ò , e primos com clle ; mas este processo ,

que também é uma simples veriíicarào successiva , nào tem vanta-

gem pratica em relação ao precedente quando for ni= ff b.

1 8. Passemos agora a resolver directamente a congruência

(20) <u;= cM6,

cm que suppomos a positivo , e. a , b primos entre si.

Se houver duas soluções x', .r", isto é , se tivermos

deduziremos

a (x"— x) = O ;

I(^ j"

—

x' é divisível por h, e por conseguinte a lòrmula geral

de todas as soluções de (20) será

.r =: x' -I- z6 .

sendo r um numero qualquer. Vê-se jwr tanto que todas as raiies

de (20) são côngruas para o modulo b , e reciprocamente todos os

números côngruos com uma raiz qtiahpier .r' são tamlx-m raizes. E
como as quantidades côngruas se |)odem considerar equivalentes , po-

demos dizer que a congruência (20) tem uma só raiz , ou escrever

X^ x' M 6 ,

drc pag. 199 (imblicarão que, convém notar, é muilo anterior á memoria de Poinsol)
lima formula dlrrr.'.a de resolução, que eiincide com a nossa f21'. Feila esta decla-
rarão, não jiilpámiis noccssarici alterar a nossa primllita redac-ão , onde se cintem o»

descnvoUimeiílos |irecisos para se c inherpr a vantagem pratica daquella formula , e in-

tra a opinião de I.egendre
, que aliás allnd'- a esle m"-'!!- do iniiiio concisa e inciden-

temente.

1 ." CLASSE T. 1. r. 1. i
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projxxsição que aliás já demonstrámos , {«rquo e comprclioiulitla no (luc

provámos (§ 6;.

Resta jx)is unicamente delorminar o valor .v'. Como

logo fazendo

ai . ab
a 5^ 1 . seru ca ^ c

;

, fb— 1

sera

«a '^ (

,

e por conseguinte leremos geralmente

(21) x= co**~*-Hs6.

19. Consideremos agora a equação do primeiro grau a duas indeter-

minadas , em que a , Ã são primos entre si

,

ax-\-by= c

;

para determinar todos os valores inteiros .r , y que lhe satisfazem .

podemos sempre suppor que a , l> são positivos , para o que bastará

escrever a ecjuação precedente da seguinte maneira

(22) a[±x)-hb{±y)=c.

Pelo cpae acima dissemos será

{23) ±x= fa**-'+..6.

e substituindo em (22) , acha-se

(24) ±y=.i:^_.a.1 — a*

valor em que evidentemente a expressão fraccionaria se reduz a um
inteiro.

Se resolvêssemos primeiramente (22) em relação a // , teriamos

similliantcmcnlc



DAS Sí:iE.\t:iAS DK LISBOA. 1.* CLASSK. 23

(25)

r±x=c '-"'-''
.'6.

-+- 2'a.

Se qi.izcrmos q„c os valores de ± r . ±y tenham uma forma
similhante

, poderemos fazer

C±X: fb—i

(26)
— •= " -^=*

±y =cb -hz'a;

para que estes dois valores satisfaçam á etiuaçào (22) devemos ter

^ ,

c (a -t- i )-+-(; -I- z') a6= f,
donde

áT

cm que a fracção do segundo membro terá sempre um valor inteiro

Sc fizermos

|Hxlem(xs supjwr

logo

'=-ÍN~u:

devendo entender-M, que se for A' impar, será «= '

. sendo , tam-
bém mipar. Substituindo estes valores em (26) e rJduzindo . achare-

i •
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'JO. As íorinuhis \^2'-i , 2 5) (jue nos dão a resoliiçiio da «luaçào

(22) , devem translbriiiar-se do seguinte niodu para vantagem da ap-

plieaeão numeriea.

Designemos por [a ] o resíduo minimo de a para o mo-

dulo í) : em logar dessas lòrmulas escreveremos

, 1 — a
I

a^ I

±2/= '- Â --"•

Com cffeito reconheee-sc primeiramente , que a fracção que entra

no valor de ±y dá um numero inteiro, porquanto nào fizemos niais

que supprimir no numerador correspondente cm (24) um múltiplo

de ò.

Em segundo logar é fácil de verificar, que os valores (27), substi-

tuídos em (22) , tornam idêntica essa equação.

Quando se tratar simplesmente de resolver a congruência

ax^e Mb

,

sendo a positivo ,
podemos também calcular simplesmente o valor geral

x=[c][a ];

c por isso também para resolver a equação (22) podemos calcidar o va-

lor geral de

±x=[c] [/*~^] ^zb,

c deduzir o de y pela substituição do valor precedente em (22).

\a applícação a (jualquer exemplo numérico será mui fácil de re-

conhecer, que o calculo de [a
~ ]é extremamente simples, advertindo

que em geral

[„, + , + ^+.-] = |^[a^][a'J[a'][a']... |, e
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Supponliunios vg. que e projK).sta a e(|iiatão

3lxH-l9y=í81;
será

x=[l8l][31|"Ml!l.

uu
x= IO[12!".

e terciiKvs

Ít2]'« + *==12[144j»= 12[irj»=12fl21j*~12[7]«= 12l49j"

= 12(11]''=12.7=—7x7=— 11= 8,

l<^
.x= 80= 4, ou a-=i-|-19s,

valor que substituído na equação proposta dá

181— SU „ 10— 31j
u= =9H = 3— 31;.*

19 19

Sc uos tosse dada a equação

37x-f-48i/= 200,

tfriamos

V=[200]Í48"]M37= I5[11",.

Ora cin])r('gando por simplicidade o signal >= cm vez de ^, teremos

ll"= ll'.ll»''= ll».12t'«=ll=-10'"=lP.100''

= ll=.i— 11]'=H*.11».
p como SC achou

11"= 11«. será ll»=n»:
logo

11"=I1 = .11»=11.11«=11X— H=— 10.

c por conseguinte

^=— 150=— 2= 35,

c pela subsliliiicão na e({uaçuo dada teremos o valor correspondente de s.
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"21. 1'elo.s exemplos precedentes é fácil de reconhecer as simplifica-

ções, que se efleitiiain na applicação numérica das nossiis formulas, de-

com|»n(lo semjirc as potencias a reduzir cm productos de potencias 3",

e introduzindo no calculo os rcsidiios negativos. Vê-se ([uc se tem a

executar mna serie de operações todas similhantes; e se o processo do

calcido se indica com clareza, frcíiucntcuicntc se observa, que os resul-

tados, (jue se tem a obter, já se acham explicitamente indicados nas an-

teriores operações.

Se compararmos este methodo com o de Euler, ou com o de La-

grange, achar-se-ha, sem duvida, que o primeiro é mais simples, sobre

tudo attendendo a que a facilidade de execução de um processo arithme-

lico qualquer, consiste particularmente na analogia e simplicidade das

operações que se tem a cfleituar, qualidades que seguramente serão reco-

nhecidas no methodo exposto.

Se compararmos esto mel bodo com o processo de Poinsot, ver-se-ha

que neste ultimo será necessário em geral elleiluar uma serie de opera-

ções muitíssimo mais longa, iwis se tem a calcular os residuos succes-

sivos a, «', a*, etc. ale chegar a

11VI6,

ao jKisso que nas formulas directas acima Iranscriptas chega-se mui ra-

pidamente a preencher o valor f/i— 1= 9^— 1

.

E verdade que no methodo ex}X)sto requer-se, que seja conhecida

uma das funcçõcs r^ò, o«, o que poderia oflerccer alguma diHiculdade, se

a determinação dos factores primos de a, ou de ò, não podesse ser feita

]ielas regras simjdcs (|uc se usam na arithmetica. Então poderiamos re-

correr a tahoa das números primos, e se a, ou 6 se não achassem nella,

determinariamos os divisores jiriuios de um desses números.

Em taes casos inncgavelmente seria mais simples empregar o me-

thodo de Euler, ou o de Lagrange. IMas então mesmo sempre será fácil

fazer depender a resolução de

a(±.r)-H6(±j/)=,-

da resolução de uma congruência, para cujo modulo p conheçamos im-

metliatamente o valor ap.

Com eircilo, suppondo a~l>b, a=í/q -h r, sendo ;• positivo e <;^.

teremos
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_ ,

<•— rt + l)

±y= + 7'H
j;

.

donde

,—r{±a)= bz.

Se Kí' ainda nào e conliecido, procedendo siniilliantcnionto arlia-

renios

,

<•— r'r

±j:=— qz-\ ,

r

(— r'z= r :',

e assim por diante até achar um resto p, que nos dé facilmente (j,p. Re-

solveremos pois a ultima ecjuação pelas nossas formulas, e faremos a

substituição succcssiva nas equações precedentes.

22. Sc tivcssemas a resolver a congruência

(28) ax-hby-hcs-^ ^kMp.

de^'e^emos suppor que não lia divisor algum de p, que o seja tamlicm de

todos os coeflicicntes do primeiro membro; aliás A também seria divisivel

por esse numero, uma vez que a congruência seja possível; por conse-

guinte dividindo-a toda, e o modulo, pelo maior divisor commum entre ^.
c os coellieicntes a, b, c, ctc., obteremos uma nova congruência em (|ue

se dar.i a circumstancia, que a principio supposcmos.

Nesta hvpolhesc escolha-se um coefficicnte a primo com p, deduzi-

remos inuncdiatamentc de (28)

(29) x=[a''-']U— 6í/— CS— etc);

de maneira que para quacsquer valores de y, z, ctc. teremos os valores

inteiros correspondentes de x.

Se ixjréni fosse necessário obter x cm fimcção das outras incógnitas,

na hyjiothese de haver um máximo divisor í/>1 entre a e p. começa-

riamos resolvendo a congruência

(30) by-hcz-\ ssfeMfi,

e achado, por uma formula similhante a (29). o valor geral de uma das

incógnitas expresso nas outras. (28) mudar-sc-hia em
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a k— bij— Cl— cIc. p.^^
5

M-;

f! como -, ^ são primos entre si, obteriamas finalmente

[(-) ã I A— Ju

—

es— ctr.W Jx '—
.

Por meio deste processo poder-se-hia sempre achar cm (30) vg. o

valor de z expresso cm y mesmo quando c, d tivessem divisor

commum.
23. Se houvesse muitas congruências como (28), mas em numero

menor que o das incógnitas x, y, z, etc. , obteríamos pela eliminação

(31) a'x-hb'y-hc'z-] =»n'Mp,

em que teriamos de menos tantas incógnitas quantas as congruências

dadas menos uma. De (3 1
) deduziríamos j; expresso em y, z, etc. , e sub-

stituindo esse valor na congruência precedentemente obtida, em que além

de X, y, z, etc. entrasse outra incógnita u, teríamos o valor desta, e

assim ix)r diante.

24. Supiwnhamos agora que temos a achar os valores de .t, que sa-

tisfazem ás congruências

(••«)

6a;= /3MB;

sendo Â, B, C, etc. primos entre si.

Para que cilas sejam possíveis é necessário, que se vg. na primeira

fj, A tiverem um divisor, esse divida também a; e símilhantemente na»

outras congruências. Logo cm qualquer delias podemos súpjwr que o

cocfficícnte do primeiro termo e' primo com o modulo.

É também fácil de ver, que todos os valores de x senio côngruos

para o modulo tomposto N-= ABC . .
. ; por quanto sendo x , x" duas

solum^, pela primeira congruência será x — a" divisível por A; c pelas
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seguintes essa diflerença terá também os divisores B, C, etc. ; logo scra
divisivc! por N.

As formulas directas que acima demos para a resolução de qualquer
das congruências (32), conduzir-nos-hào facilmente a estabelecer o valor
geral de x, que deve satisfazer ao sjstema (.32). Com elTeilo teremos

Para verificar a exactidão da formula (33), vejamos como ella satisfaz

vg. á primeira das congruências (32).

Como os termos do valor de x, que seguem o primeiro, sào todas
divisíveis por A, para fazer a substituição de x naquella congruência
Iwsta suppor

.V/ JV\»^—

1

será pois cm relação ao modulo ,/

ax=""
[7)

Similhantemente se prova, que (33) satisfaz ás outras congruências
do grupo (32).

25. Em ver da formula (33) podemos empregar outra, que parecerá
mais simples. Tomem-sc os números q, r, s, etc. , taes que

A li L

congruência possivcl (§ 22), e será

(35) x^.[,^a*^-'
l

+ r^r-Jô^^-J+ ^^c^^-J+ etc.

iwis que vg. pra que este valor satisfaça á primeira das congruên-
cias (32). basta verificar

I ." CLASSE T. 1. r. I. t
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ora siMido

a*''i=lMyl. e 7^= i.

pola fondiçào (34), o valor (36) dá

a.rss2.

Podemos. jK)r sinijilicidade, fazer ^==í=^ í= elc. . isto e. cm vez

da condição (34), satislazcr a

UN,

congruência |)ossivel, por ser o coefiíicicnte de q primo com N. A for-

nmla (35) muda-se pois cm

Siippondo a=/j= c=-==l, a formula precedente reduz-sc a

ív ;v JV

(38) .T= ccq--+-^q--^yq-~helC.

Esta formula é análoga ao processo de Gauss (obra citada § 30) para

resolver as congruências, cujos módulos são lodos primos entre si.

j= aMvl, T=íiMB, x^yTãC, ele,

por ((uanto esse processo reduz-sc a determinar os números a', 6', •/'.

ctc, lacs ([uc

a'=lM^; jS'= lMi?,- y'= iMC: cIc.

a'=OM^; (3'= 0M^; y'= OMC: ctc,
A 1»

c cnlão será

J=aa'-|-(3ji'-hy-/+ Ptc. M iV.



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. 1 / CLASSE. .] 1

26. As formulas directas (33, 35, 37. 38) de resolução das congruên-
cias (32) tem, i)articiilannci)lc sohrc os processos numéricos, a vantagem
de se prestarem com notável facilidade para a solução duma serie de
problemas, em que só devam variar «, (3, y, ctc.

A fornada (38), reduzindo o segundo membro ao seu resíduo mí-
nimo para o modulo A', dar-nos-lia vg. todos os números menores (jue
esse, e primos com elle; i)ara o que basta substituir todos os systcmas
a, /3, y, ete.

, em que estas números sejam respectivamente menores ([ue

y4, B, C, ctc.
, e primos com ellcs. Com cflcito qualquer numero primo

com yV deve dar para o modulo y/ um resíduo a primo com elle; para £
um resíduo (i primo com elle, ctc. A formula dada jior Poinsot para re-
l)resentar todos os números menores que lY, c primos com elle (memoria
citada, pag. 43), que equivale a

(38') 7 + ,Í7^ + 5'^+ctc.

tem, relativamente á nossa, a desvantagem de que para um systema
qualquer de resíduos ac, (3, y, ctc. relativos aos módulos J, B, C, ctc.

.

essa fornuda não dá um numero s a que ellcctivamente corresiwndam
esses resíduos.

27. Principalmente quando fòr considerável o numero das congruên-
cias (32), será para o calculo numérico incontestavelmente mais vanta-
josa, que as precedentes, a formula que passaremos a d«luzir. Multipli-

cando ordenadamente essas congruências por ^ . J, ^. etc. . e sommando
A U C

os resultados obtem-se

(38") (a-^b^-i-c-^-^ etcj o:s ^ j+ ;B ^ -+-
y ^ -,- etc. M N.

Ora qualquer valor de x que resolve esta congruência, que aliás é sempre
possível, s;itísfaz também ao grupo (32); jKjr exemplo, a primeira destas
congruências é satisfeita jwr esse valor, i^niuc de (38") condue-se

. iV .V
a -x^x —MA,
A A

•V
c como - e primo com ./, leremos
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K>go sen» expressão geral das raízes de (32) o valor de x deduzido de

(38"). isto (i,

a:^^(a- + b- + c-+ olc.) |(a-4-^- + y -+ ctc.)MiV.

formula ([ue coinprclicnde a (38), quando supposermos a==í==<:==•••=!

.

?8. Supjiotihamos agora que não são primos entre si todos os me-

didos das congruências (32). Deconiponham-se yi, B, C, etc. nos seus

ílivisorcs primos, isto é, seja vg. A^=7tt ii p"

.

.
. ; a primeira das con-

gruências (32) ixkle ser substituida por

(39) oa;= aM»,'';

ax^aMn' ;

Decomponham-se similhantementc as outras congruências (32); se

nas que resultarem apparecer vg.

(iO) 6x= /5Mm*'';

e lor u'=>'|u, dcduz-se de (39) e (40) a congruência de condição

(41) p6 ^«0 M«/,

a (jual se não tiver logar, é impossível o grupo (32).

Satisfeita (41), bastará em vez de (39, 40) resolver imicamente a

ultima. Logo todas as k congruências, que apparecerem na decomposição

de (32), referidas a módulos potencias de tn, equivalem áquella dessas

congruências, cujo modulo for a máxima potencia de m, e haverá k— 1

congruências de condirão para que o grupo (32) seja possivcl. Similhan-

tcmente acontecerá em relação ás outras congruências componentes refe-

ridas a jK)tencias de outro numero primo «, ou p, etc. Todas estas com-
ponentes ficarão desse modo reduzidas a um grupo, cujos módulos serão

todos primos entre si; e dessas as que procedem da mesma congruên-

cia (32), evidentemente se reduzem a uma só, cujo modulo é o producto

dos módulos de todas ellas.
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IIL

RESOIXCÀO DA CONGRUÊNCIA r* = 1 PARA UM MODULO PRIMO.

29. Para os princípios que temos a estabelecer neste capitulo, con-
vem-nos demonstrar a seguinte proposição.

Sendo y, y' primos com p numero qualquer, c a o maior divisor
commmn entre A c D, se ;, dividir y» -.'/''• dividirá também os dois
bmomios y''—y'\ y^—y"; e reciprocamente.

A proposição directa prova-se immediatamente, pois que vg.

Para demonstrar a proposição reciproca, supponliamos A>B; acha-
renios |H>ia divisão

ir'-y"'= y'-''{y''-y")-hy"'{y''-''-y'^-'>):

logo, sep dividir os binómios y''— y" ,
y *— >/" , dividirá y^ -«_ y '•*-

»

;
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e por consoguinlc também y''"'"

—

!/'''''''
• • •

y''"""

—

yt-i—ro^
^^^^^^

l/l R o maior múltiplo ile li contido cm J. Vè-sc pois que scp divide os dois

primeiros binómios, divide i/'— if, cm que ;• é o resto <Cjff da divisão

de A jwr B. Simillianteniente p será divisor de y''

—

y''', em que r' é

o resto da divisão de li por r, e assim por diante: logo finalmente p di-

vidirá y°— 1/'", em qiic a é o maior divisor commum entre J, c B.

Da projwsição demonstrada se conclue, (jue os dois binómios rela-

tivos aos expoentes J, B não podem ser simultaneamente divisíveis porp,

uma vez que esses expoentes sejam primos entre si, e y, y' incongruos

para o modulo p; por quanto sendo então «= 1, y°— y'" nào é divi-

sível por p.

30. Consideremas agora a congruência

(42) a;'-'= lMj;.

om que suppomos p primo. As suas p— 1 raizcs propriamoiile ditas

serão (§ 1 1 ) os números

1. 2, 3, .../)- t.

Se porém nos fòr dada a congruência

as suas raízes achar-se-liào oomprehcndidas entre aíiucUes números. Digo

agora que estas raízes são exactamente as da congruência

cm que ^' é o maior divisor comnumi entre í, e f— 1.

Com eflcito, (jualquer raiz a dcsla faz

af— 1^0;
logo (§ 29)

a« — 1=0;

reciprocamente veri(icando-se esta ultima, como é tambcm

af-'_l=0,
ronclue-se (§ 29)

fl/— 1=0.
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Em consequência dislo. [)ara indagar as propriedades das raízes de

-r' = l.

e para as determinar, substituiremos sempre essa rong^ruencia por outra

(43) .T^'=l,

cm (|U(í p' (i divisor de ;»— 1.

31. A congruência (43) tem sempre^' raizcs.

("^m ciVcito,

x'-^— i= {xf'—{)[xf-r'-^-i-xf-''f'-*-^ hl):

ora havendo p— 1 valores de x menores que p, que tornam o primeiro

membro divisivel por p, c como no segundo factor do segundo membro
não pôde liavcr mais de p— p'— 1 valores, que dêem essa propriedade

ao dito factor (§ 6), segue-sc necessariamente que liaverá p' valores tjuc

tornam x'"'— 1 divisivel por p, isto é, a equação (43) terá p raizes.

32. Sendo a uma raiz qualquer de (43), satisfarão a essa congruên-

cia todas os termos da serie

a, a*, a'', a', a', otc.

Se a lòr raiz jirimitiva de (43), os residuos de totlas essas potencias

até ao grau jt)' serão diversos (§ 15), e as ^' raizcs datiuella congruência

senio

a, a-, a'", o', .... «''^L

Sendo ainda a raiz primitiva de (43), se íor /)'=;?— 1, a serie

a, a^ a'-, ... «''-•= 1,

dará os ^— I residuos

i. 2, 3, ... p—y,

posto que não seguindo a mesma ordem.

Sendo p'= <^p— 1, e ti qual(|uer raiz não primitiva de (43),
SC fòr // o menor expoente que faz

a"= l,
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a serie

a, «', a' . . . a",

conterá n raizcs dislinctas de (43).

O iiiinicro H será sempre divisor de p' (§ 13).

33. Qualquer congruência (43) tem sempre um numero do raizes

(irimitivas representado jxir <jip'.

Elsta bella propriedade descoberta por Lambert (Acta eruditorum,

1769), foi primeiro demonstrada por Euler (Comm. nov. Acad. Petrop.,

T. xviii, pag. 85). Gauss reconhecendo que essa demonstração não era

absolutamente rigorosa, publicou (obra citada, §§ 53, 54, 55) duas de-

monstrações inteiramente isentas de toda a objecção.

A demoastração de Legendre (obra citada, T. ii, pag. IG) é análoga

á ultima das demonstrações de Euler, de que falíamos (§ 9), e tem o

mesmo defeito, que Poinsot reconheceu naquell 'outra. Poinsot (memoria

citada) deu ainda duas outras demonstrações, a primeira fundada em uma
inducção pouco evidente, e outra summamente simples, em que demon-

strando previamente a existência de uma raiz primitiva, conclue d'ahi

a existência de <^p' raizes dessa classe, simplificando a demonstração que

da ultima proposição deu Gauss (Disq. Arith. § 53, 1."). Serret (Cours

iCAlgèbre Supcrieure, pag. 316) demonstrou também o mesmo theorema,

aproveitando o processo primeiro indicado por Gauss, que faz depender

as raizes da congruência do grau p'= q^ r s* ... (sendo q, r, s, ...

primos entre si) de outras correspondentes aos graus q" , /-^ , s^ , etc.
^

processo em que lambera se funda a segunda demonstração de Poinsot.

Apczar da existência desses numerosos e importantes trabalhos, acre-

ditamos que poderão soffrer a comparação com elles as duas demonstra-

ções, que passamos a exjwr.

A primeira delias fornecer-nos-ha uma nova applicação da for-

mula (10).

Qualquer raiz não primitiva de

(ii) xr-=\,

om que p'= q° '^ s^ . . . será raiz de
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cm que a', (i , y , ele. nào serào todos simultaneamente zero. Suppondo

pois (|uc vg. a! não é zero, e elevando essa congruência á potencia
«'- < (3' y'

1

q rs..., acharemos

,«-' r^ ,> =«.

á qual satisfará ainda a raiz supposta não primitiva.

Logo o numero das raizes primitivas de (4-4) será obtido, tirando

do numero p' das suas raizes o ninnero das que pertencem á congruência

do grau — ; tirando das restantes o numero das que pertencem á con-

gruencia do grau — ; depois o numero das pertencentes á congruência do
«'

*

grau — , etc.
»

Em consequência disto reconhece-se immediatamente, que o numero
das raízes primitivas será dado i)cla formula (10)

(«) ^ '•'5=.|5Ll-,][l-r] [*-,]•••.

na qual vg. o symbolo i^S^ é o numero de raizes de

7 r'' s^ . ..
r ^ I ;

•}A',, , sendo o numero das raizes communs a esta congruência e a

a ã — I V

x' ' ' -^1.

será o numero de raizes da congruência do grau q'~ r j*^
. . . , c

assim por diante. Teremos pois

4.S=p': d,S,=-; •X5,= -; etc. éS, ,= -, etc. d,S, , ,= -?-
, ctc.

logo (45) muda-se em

* •••.v=pv-;)('-;)('-:-)--

isto ç, será ç/>' o ninncro das raizes primitivas de (4i).

1." CLASSE T. I. r. I. 6
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Esta deinonstraou) leria logar ainda, se fosse jb'==^ numero primo.

Então todas as raizes seriam priniitiras, á excepção de 1 raiz imica de

1.

cujo gráii seria o iinieo divisor de p' menor (|uc csle nmnero.

31. A segunda demonstração terá a vantagem de nos conduzir ao

elegante processo de Gauss acima mencionado; proc-esso (|ue deduziremos

das seguintes proposições:

Se iòr p'= yíB, sendo ^4, B primos entre si, e se representarmos

respectivamente por y, y' duas raizes de

(46) ^•^= 1, ^^"=1,

será sempre:

1." yy' uma raiz de (44); pois que de

conclue-se

2.° Todos os productos ytj serão raizes dislinctas, tomando para

y, y' todas as raizes das duas congruências (46). Com cfleito. suppondo

concluiríamos

e como

seria

mas e

yy'=y, y/.

fr^v!', y!":

/= !//. ou !j''-y,"^0;

e esta congruência não jjóde subsistir com a precedente (§ 29), visto (|ue

y/, B são entre si primos, e y, y^ intx)ngruos para o modulo p. I^go os

^XB=p' productos yy' dão exactamente todas as p' raizes de (44),

3." As raizes primitivas de (4i) serão dadas por todos os produ-

ctos yy', cujos factores forem ambos raizes primitivas das congruências
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corresjiondenles. Nesta lijpotliesc, se fosse possível (|iie yij' não fosse raiz

primitiva de

seria neccssariamenie raiz doutra congriieiiria

em que m<iAB; sendo pois D o máximo divisor commum entre AB,
c m, a dita raiz satisfaria a

CM» que Z)= — . — , sendo d, d' divisores de //, c de B, os qiiacs não pode-

riam ser simidtaneamcnte iguaes á unidade. Suppondo portanto rf> 1 , //.'/'

sati.sfaria á oonsrrucncia

o como

eoiicluir-se-hia

(46')

rontra a liypothese. Reciprocamente, se uma das raízes y, y'. vg. a pri-

meira, não fosse raiz, prnnitiva da congruência correspondente, isto é, se

se verilicasse a congruência (46), scguir-sc-liia

e como

acharíamos finalmente

.í'=



40 iMEMOlUAS DA ACADEMIA KEAL

Segiic-se do que acabamos de expor, que designando pela caracte-

ristica i{/ o numero de raizes primitivas, que correspondem a uma con-

gruência de quahjuer grau divisor de p— 1 , teremos

De maneira que se forem q, r, s, etc. os factores primos de p', isto é,

p ==q IS . . . , será

^p'=^,'' X-í- (r^ *''...) ='{'9" Xií/r^^X ^K»'' ...) ='H° X'}"'^X'I'*''' •

Ora na congruência do grau vg. q" visivelmente são raizes não pri-

mitivas as o"-' raizes da congruência do gr.íu ^r""'; logo

,u a a — I oO P»
i]/^ ==í/ — q =(jiq ; ^1 ==a,í ,' etC.

e por conseguinte

35. Por um modo inteiramente análogo ao (|ue ultimamente se em-

pregou para achar o numero das raizes primitivas da congruência do

grau p'= q r s"" , . . , se concluirá, que se representarmos por y, y', y'',

ele. um sjstema de raizes que respectivamente pertençam ás congruências

(47) a-' =1; x"^ =1; x* =1; ...

1." O producto yy'y" . . . será raiz de (44).

2.° Os p' prodiictos ytjy" . . . formados jior todas as combinações

das raizes das congruências (47) são totlos distinctos, isto é, incongruos

para o modulo^, e por consef[uencia representam todos as raizes de (44).

3.° As raizes primitivas de (44) serão dadas por todos os produ-

ctos yy'ij" etc, cujos factores forem todos raizes primitivas das con-

gruências correspondentes: e por tanto as raizes não primitivas de (44)

serão dadas por aciiicllos produclos em que um, ou mais factores forem

raizes nào primitivas das congruências correspondentes.

36. O metbodo mais simples para determinar as raizes de

(47') ^í^l.
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cm que se .suppõe ^'<jw— 1. c divisor deste ulliino numero, consiste

cm procurar nas taljoas, que dào as raizcs primitivas dos numenxs primos,

uma raiz o qual(|uer ác p, e então suppondo jo— | =^'^ , serão raizes

da congruência precedente

m [f-]. [?*'•].[?"]. •• (p'''']=i^

que serão todas distinctas, isto é, incongruas para o modulo p (§ 1 5 >

Entre estas raizcs serão primitivas da congruência dada aquellas. em
cujo cxjioente f/p^ fòr n primo com p'; por quanto se nessa hvfwtliese

podesse a raiz correspondente ser ])rimitiva da tongniencia

oní que p' e divisor de p', teriamos

donde, por ser & raiz primitiva de p, seria (§ t3

np^p"=s{p— 1], ou np''=zp':

c como 71 é primo com p', este dividiria p", o que é impossivel.

Também se vê claramente que se « tiver com p' o divisor cummum
</>!, será &"'• raiz de

/'

isto é, (,''• não será raiz primitiva da congruência do grau p

.

O numero das raizes primitivas dadas pela formula o"'', em que «

é primo com p, é jkjís <ip', como precedentemente linhamos demoastrado.

Se p' é um numero primo, todas as raizes (48), á e.xccpção da ultima,

são raizes primitivas da congruência (47'), e por coaseguinte nesse caso

quaiíjucr numero o, cuja [Kjtcncia ^, fòr incongrua com 1, dará j>eias suas

potencias successivas todas as raizes.

fic p'=p— 1, as raizes da congruência (47M são

p. [f'j. (?*]. [f*]..
... !p'-']= i.

c serão primitivas todas aciucllas. cujo expoente fòr jirimõ com p— I.
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37, Quando j)' fòr primo, em vez de representar .is p — 1 laizes

primitivas de (47') pela progressão

(49) '•. >\ r=, .,. r-"-'.

em qiic /• e unia raiz primitiva qua^iuor dessa congruência, podemos

exprimi-las jwr uma serie, em (jue cada termo seja a mesma potencia do

termo precedente, isto é, como todos os numeras

f, 2. 3, ... //— i,

são dados [iclos i-esiduos relativos ao modulo p' da serie

a, a", o', ... o''"',

cm que a é qual(|ucr raiz primitiva do

j-f'-'= lM//,

a serie (49) equivalerá a

'i s r—

'

o n « «
r , r , r , . .. r

38. .Se tivermos a resolver a congruência

(50) x'''=í.

sendo p = ABC . . . , c A, B, C, etc. números quaesquer, mas primos

entre si, e se conlicccrmos os números r, r,, ;,;, ele., que sejam rcspe-

clivanientc raizcs primitivas de

x''^{\ .t''=1; x^=1; etc;

as p' raizes de (50) serão dadas {%% 31, 35) pelos p' termos de

(l-hr+ r»-f-...r-^-')(H-r,+ r,''-|-...r,''-')(l+ r,-^r,;-+-...r/-')...

isto é, sendo o raiz primitiva de (50), todos os termos da serie

3 1 p'

O, (i , O , . . .
r.r

scrào dados por todos os divisores do producto r\-^ i\^' ..

.
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IV.

deteiimiji(.u:ao directa das i\ai7.ks mumitivas dos mmieos pni.Mos.

•19. A resolução indicada (§ 30) suppíjc, que se possuc uma (aboa

das raizcs primitivas dos números primos. EiLsinaremos agora o modo
de coastruir essa taboa, isto é, de determinar toda» as raizcs primitivas

de um numero primo qualíjuer p.

Sendo yí, B, C, ctc. os factores primos ác p— I . isto é. suppondo

podcriamos resolver a questão, excluindo sueeessivamente da serio

2. :í, i, 5, ... /j— I

tíxlos os números, que satisfazem a alguma das congnieneias

(51) j-''=IM/..- x" =ii x'' =\: ele.
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Logo <iuc achássemos um numero, ([uc não s;ilis(izesse a nenliuma

dessas congruências, seria esse uma raiz jirimiliva, (jue, elevada succes-

sivamente ás 9 (t>— 1 >— 1 ixjtcncias compclentes, daria todas as outras

raizcs primitivas.

Este processo seria o mais sinijiles, se encontrássemos uma raiz pri-

mitiva, deiH)is de um petpieno numero de exclus<")cs: ]M)r cpianto as veri-

lioacões que tem a fazcr-sc nas congruências jjrccedentes, cfleituam-sc

coin haslante rapidez (§ 20';, e os residuos de potencias adiados na veri-

licaçào de uma das congruências, servem para facilitar o calculo relativo

ás outras.

Mas como effectivãmente poderia acontecer que vcrificassemas/)— 2

— ^fp— l) dos números^^
2. 3, 4 ... p-l,

exporemos outro processo, que evitará .sempre essa longa serie de ten-

tativas.

Como p— 1 é sempre um numero par, se forem B, C, D, etc., os

seus divisores primos diflcrenlcs de 2, podemos suppòr

p—l^rB^CD^...;

as raizes primitivas .serão as que não satisfazem a alguma das con-

gruências

f—t p-i f—

'

f-'

(52) a;=lMy);a; =l;x =l;x =1; etc

Se representarmos por /• qualcpier raiz primitiva de p, todas os nú-

meros que satisfazem á prinvcira congruência serão côngruos com uma

potencia /•*', isto é, serão rcsitluos quadráticos; os números ([ue sati.sfa-

zcm á .segunda, serão côngruos com r''", isto é, serão residuos potencias

B, e similhantemente para as congruências seguintes.

Teremos jiois totlas as raizes primitivas da seguinte maneira

:

1
." Excluindo da serie

1, -2, .3, ... /)—

1

todos os residuos quadráticos, cujo numero é —^, q"c designa o numero

de raizes da primeira das congruências (52).
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3." Dos nuincros rcslantcs devem exiluir-sc as que são resí-

duas polcneias fí; e como estes tem a róriíia /'". cm que q<i- é

impar, o numero das exclusões será-—- . e jwr conseguinte restarão !p— 1

)

(I—
.j ) ( •— r.) números.

3." Destes exclui r-se-hão os (|ue são resíduos |)otcncias C; e como

í<sscs tem a forma /'^ cm que j-< , não é divisível [lor 2, nem por

li; por conseguinte ( 10 ' será —— ( 1— -| í 1—
)
o numero de valo-

res de f. c o destas ultimas exclusões. Reslarào pois {p— 1) M— - i

^*~fl)l*~C^
números.

4." Proseguircmos na exclusão dos resíduos de ptencias relativas

a todos os outros factores primos de p— 1 . e finda essa exclusão, ter-

nos-iia restado o numero

í.-«)(i-^)(i-^)(i-^)(i-:^).--==?(/'-i)

de números não excluídos, que serão as raizcs primitivas que procuráva-

mos. Ksto pr(H"esíio, como se vê, dá-nos também outra demoastraçào do

ninncro das raizes primitivas.

iO. Kcsta-nos indicar o modo mais simples de erfeituar estas exclu-

sões siicccssivas.

I^ara ter os resíduos quadraticos, que se devem excluir, basta qua-

drar os —^ números

I, 2, 3.

por quanto todos cUcs dão resíduos diversos. Com efleito. representando /.

/"-(- í dois desses números, será

producto que não pódi' ser divisível pir ;>. pois

I
." CLASSE T. I. r. I. 7
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logo (y+ :,')*. ./^ s(Mão incoiigruos. A tada terincy da serie prccodcutc

(()rros|K)iiderá iKireni, no sen ])rolongaiiieiit(), outro leriiio ^— /'. í\uf

visivelmente dará o mesmo resíduo (jiiadralieo (jiie /'.

Feita pois a exelusão dos residuos cjuadratieos, supjKniliamos (pie

,. ;'
—

1

iiearani os —;^— números

;53) <i. b, f, d, ...

Para destes exeliiir os residuos potencias £, tome-se enlje elles um
numero w. ipie não satisfaça á congruência

(34) x«^= lM/*;

i-ssa detcrniinaçào não será diflicil, por quanto no caso mais desfavorável,

isto é, suppondo (jue se escolhiam successivaniente na serie (53) todos os

números que são raizes de (5í), esses números tendo a forma p'. cm
(jue rj representa uma raiz primitiva dessa congruência, será B o maior

numero de valores (pie terá /', e por conseguinte o máximo numero de

ensaios infructuosos; e cm cada um dellcs só temos a determinar os resí-

duos de potencias B, pois já possuimos todos os residuos quadráticos dos

números (í)3">. E mesmo só teremos a calcular potencias B— 2, visto

que sendo /// um numero da serie

2, 3. /,—

1

já conliecemos o s<'u residuo quadrático.

Podíamos também escolher m entre as números da serie precedente,

s<'ni que por isso o calculo fosse mais longo, pois cpie sendo

j-"_l= .r''._l)U*-Hl)= 0,

e procurando o numero m, cujo residuo potencia fí não e I , nem — 1

.

nunca teríamos a eíleitiiar mais de B tentativas.

Não sendo pois

m'"'=l,
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soja n o mínimo numero, que fiiz

lome-se na serie '.')."i^ mu numero (nial(iuer a^=r'. re]>rcscntantlo ainda

uma raiz primitiva Ac p; formc-se a serie de residuas

(53)

estes re-siduos tendo todas a forma /'""'''*, são eontidos em '5."5\ ainda

(jue seja iB-h2/i^p— 1; e sendo todos |)otcneias li, devem ser ex-

ciuidas da mesma serie ; demais são todos distinclos, pois se fosse

sendo j> y, concluiriamos

o que é impossivcl, pois s— q<Cti.

Sc fôr « menor que (p— 1) (l— -) -
, numero dos residuos po-

tencias B contid(xs em (53), das numeras que restam nessa serie, depois

de feita a exclusão precedente, tome-se vg. í*, e formc-se a serie

b", fm*", h''m*'', ... ô"»!»""-".

cujas termos são t(KÍas incongruos com os de (hU); por quanto se fosse

h^ m* ^^~ a" m^«-= a'm^' '' + •'.

concluir-sc-liia
'

6*= o''m"'"•^-"-'',

e imrtantn ò' seria tm» dos residuos já exciuidas, contra a h\iiot lie.se.

O numero adoptado li fará pois excluir outros « termos de (03).

Sc 2>i<C{p— 1) (l

—

-\ ~, outro numero dos restantes em (53)

produzirá n novas exclu.sões nessa serie. Ointinuaremos pois similhantc-

menle ate serem exeluidos de fh'i'' todos os v— 1
' (

1
)
- residuos
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]iotonc-ias D. Este piocfsso ilemoiistra-nos pois que o dito numero de lo-

.siduiw é sompic mulliplo de //, o (iiie aliás se poderia provar à priori.

Teremos pois, em coiisc(ivieiicia dessa operação, os [p— I ) íl — -
)

(1
I

números

(56) d, b'. c'. d'. ....

dos quacs devemos excluir os residuos potencias C.

Se /« satisliicr á congruência

„a/ic 5=1.

procuraremos em iòG) outro nimiero rn, que não tenha essa propriedade.

O numero de ensaios inlructuosos nunca excederia {B— 1) C, pois

sendo p
qual(|ucr raiz primitiva da congruência precedente, cm (;)G) con-

tem-sc, quando muito, as raizes o', cm (jue s<i2BC e primo com 2, e

com B.

Achado esse nun>ero m', e sendo «' o menor numero, (|ue faz

os «' residuos potencias C

tendo todos a forma /•(^ + vbc^ ^^j ^^^ ^ primo com 2, e com B, seno

i-ontidos na serie [hC>). ainda que seja iC-\- q.'2BOp— 1 : demais são

todos incongruos; logo darão nessa serie «' cxclasõcs de potencias CE
se ;/, que deve ser divisor de

'^-"('-^K'-í)i

numero total dos residuos, que temos a excluir, não fòr igual a esse nu-

mero, com outro numero //' restante em (56) formaremos «' novas exclu-

sões, e assim jnir diante até exhaurir to<los os residuos potencias C.

Excluiremos deiwis similhanlemente as residuos potencias D, deter-

minando um numero ;//'', que não satisfaça a
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iiào iMxlcmio iiuiica o nniiicro de easaios iniructuosos exccdfr a \U — 1 >

{C— \)D.
Por um análogo jinH-esso cxcluiriainos os resuliios relativos a polcn-

fias designadas jiclos outros faetores |>rinios de ,p— 1 . i'oiu a exce-

|)oào que abaixo indicaremos (§ 42'.

j 1 . O numero de ensaios infriietuosos para a determinarào dos nú-

meros IH, m , m' , ete. liearú muito altaixo dos máxima, (pie acima indi-

camos, excluindo da verificação não s<') os números [)r(KÍuclos de factores

primos já vcriticad(M, mas também os numen>s, aos cpiaes jtmtando um
uuiltipio do m(Mlulo, i'esulta um producto de números já vei-ilicados. Com
efleilo. sc í; satisfaz á congruência

lambem satisfará a cila qualquer potencia desse numero; e satisfazendo

igualmente h, o mesmo acontecerá ao jiroducto de quaes<juer potencias

de íf. e /í, ete. Omittimos ainda outras simplilicaeões, que occorrerão

facilmente a (piem possuc alguma aptidão para esta csjwcie de cál-

culos.

42. O methodo cxjwsto (§ 40) não seria applicavel á exclusão dos

resíduos potencias relativas ao ultimo factor de ^— 1 , se fosse a= 3= y= ò= ••== 1 , isto é, so

//
— l=2í^/).../A,•

p<)^ (pianto, depois de excluídas as |)otencias 2, //, C. ... /, os números
restantes, bcni como todos os excluídos, satisfazem á congruência

Nesse raso, bem como em to<los os outros, em ipic não seja fácil

determinar o numero m, jtor meio do qual de\emos excluir os resíduos

IKjlcncias A', euqiregaremos o seguinte prcH-esso, que e nuiito mais di-

recto, e euí que nunca lerão a efleituar-se inúteis tentativas, quando o

expoente de A' em p— I fòr z= 1

.

SupiKiidianios [irimoiro (pie é /. = !.

Seja

í>)~) (I, /', c, (/, ...

a serie obtida de{K)ís tlc excluídos todos as resíduos potencias de qualquer
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lios (ímíoits ác p— I. (livcrsíxs do iilliinu A'. Toiíic-so vg. o Utiuo tr dii

serio (•i7), será

«ff"

cm (|iio /> é i>riiuo com í, /{, C, ... /, A', c wi=>0. nc(orniincin-sc,

|ior moio tia formula de Poinsot (•58'), se tanto (õr necessário, e (lis[io-

nhani-sc em ordem ascendente, todos os a números menores (iiie

, e primos com este; elevc-se successivãmente «*' a todas as poten-
4

cias designadas por esses números; os f
—— resíduos obtidos serão exa-

ctamente todos os o resíduos potencias A', contidos cm i'57\ Com'A ' ^ '

eflcito :
^

. -f I

1
." Qualíjucr das |iotcncias obtidas por aquclle processo vg. /•

e rcsiduo jxitencia A' contido cm {•^'i], pois <|ue o resíduo do exi>oentc

nqK"^'. para o modulo p— 1, não e divisível senão pelo divisor Â'

ik p— í.

2." Não pôde haver duas potencias côngruas ; pois que de

njA na A

concluir-se-liia

/(7A- + '=n7'A"+'M(p — 1).

<* desta

O que e nnjwssivel, visto que q, q sao desigiiaes, e menores que —;-

.

Supponhamos agora, que o expoente •/. de K é maior que 1 . For-

me-se a serie ascendente

(58) 1, r(, n. n", etc.

das números primos com 2, B, (', ... A'. Tome-sc um termo qual(|uer

de (hl) vg.
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|íci'Iciiccih1u //, á serie (i>8). Será /•" uniu raiz priínitiva. e |K)r isso }jo-

ileinus $u|)])ui' sem|jr('

A"a^r .

Elevc-st' íi á |Kitciicia A', acliairiuos nccessarianiciae um dos tifs

resultados

(.i9) a ^r : a =í^r ; a s^r

Elevando agora a* succcssivãmente ;ls i)otPncias ,^58), os resíduos

obtidos, ald que venlia de novo a acliar-.se um côngruo com «*, sorào

lodos potencias da lórina /
'

, e por tanto excliisiveis de (57); e de-

lnai^ scrào lodos distinctos ; pois se

tcriaiiKVs

H„AV= „^^AVM(p— 1).

donde

(60) n,,= n,J\rh^C'' ... A'"'.

uu iiào indicando : exclusivamente uni numero impar

(61) «„= «„M2°«Pr>... /'.

conforme fòr q'<C/.. ou y'==>z. Ora verificando-se a primeira des.sas

congruências, e sup|>ondo //,,> 71^^^ , o menor valor possivel de » seria

n, = i-hr ni^r ... a"-'.',

e este daria

1, A A- a/ H<'c'' .. a'~'' a

logo a potencia n'-* não teria sido aproveitada, nem nenluima das se-

guintes para as quacs se verilicassc (GO .
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|)() iiKVMiio modo se |)rova que, se tivesse logar (61), achiiriumus

iiiii Miliir iiiiiiiiiio

tiiic faria

f |)or tanto não leria sido aproveitada esta j)otencia, Leni como as se-

jjuintes que s;Uisliacni a (dl;.

O numero
fí

dos residuos aproveitados indicará se «* pertence ú

primeira, ou ;ís duas idtlmas classes (M)); e no primeiro caso u. dará o

valor de z — q. iVnn clleilo nesse caso, sendo 2° B^ C^ . . . A'^ + I o nio

nor valor de // . (jue faz

lercmr)s

isto é.

(6á) .,=A'-'(A — l)52'B''t''... /'.

Se pelo contrario lasse

K A h K ^
a ^r , ou a lis

;•

,

o primeiro numero r/^ tal que

a'. * ;£= a* ,

seria n^=T B C^ . . . i'-l-I; logo designando |)or 9^ o numeix) de

numeres menores que 2* ^ 6' *.../', e primos com este, e com A', le-

riamos o mimero de potencias A' aproveitadas

Ora a formula '03; dá o minimo valor de

,,=. (A- —1), 2° /<"(•''.../'.•
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o como é sempre

^2'B^C''... l'=><f^rB^C\..I', e A->2,

será em todos os casos

Hl< ,"•

Por conseguinte quando acharmos

„=>(A--1)/-Ili,
b

terá a^ a primeira das íórmas (59), e pela formula (62) scdelcrininará q.

Esse calculo jKjderia cfleituar-se pelos logarilhmos, (|ue dão

todavia, mesmo quando forem mui grandes os números, que entram cm
(62), será quasi sempre mais rápido executal-o directamente.

Quando porém acharmos

/<(A--1)/-^.

pertencerá a'^ á segunda, ou á terceira das formas (59).

Supponhamos jx)is em primeiro logar, que é

A A.'
a =r ;

elevando successivãmente «' a todas as potencias designadas pelos termas

da serie ascendente

1, m, m', m", . . . r/i,

,

que são todos primos com 2. B. C, ... /, sendo o ultimo >n immedia*
tamenlc inferior a

acharemos outros tantos residuos distinctos

1.' CLASSE T. I. P. I. 8



54 MEMORIAS DA ACADEMIA REAL

(6.3) r , r , r ,...r',

(|iu' são todas as ]iotoncias K , c todas as jxitencias K contidas cm
(.")7), e exclusiveis dessa serio. A maior parte dessas potencias já loi cal-

culada para a determinaçào de \x.

Se fosse porém

seguindo exactamente o processo antecedente acharíamos em vez de (63)

a serie

«4-5 x-j-»
.

1» -1-

»

" -4-

í

K mK ml K ^ mK
r , r , r , ... r '

(liie contém todos os resíduos (63), jxjis que qualquer termo da ultima

serie, vg. ;•
"

, equivalerá ao termo r '"' de (63), em que ///,„ sa-

tislizer á congruência

m„ IC= m„ A:"+ 'M 2° B<' C. . . A",

(|uc dá

w,,,^m„K'M2^B^C'' ... /'.

Logo por um único processo excluímos sempre de (57) todas as poten-

cias r , e /• qtiando acharmos

Feita pois essa exclusão, as potencias K restantes em (57) serão da

n,K'-1
i / . e f

tantos, vg. f/, será

nu quando muito

nA*— ' A*" — í

fornia ; '

. e portanto da forma ; . Tonic-se um dos termos res

,K K
o ^r

,K K
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no segundo caso, isto e, sendo ^* um numero já excluído, tomaremos
outro numero c tal (jue não seja c* dos números já excluídos. Se quí-

zermos evitar tentativas inúteis, como nos basta conhecer c*, c e inútil

saber a grandeza de c, ([uando b fôr iwtencia A'*" , [iodemos tomar

c^=6= r*^"~*-

isto é, supporcmos em geral, que se acha sempre immediatamcntc

c ^r ;

excluiremos jwr tanto de (57) todas as potencias ; "
'^

, elevando c*^

successivamente ás potencias (58)

1, n, n', n", etc.

até exclusivamente acharmos <:*, o que aconteceria quando fosse

n„= l-h2°B^C''... 1'K''

.

Elevando c' á potencia Â", e dcjicis successivamente o resultado ás

potencias 1 , n, n , etc. até exclusivamente

n,= l + 2''ZJp£;''.../'A-*-',

excluiremos de (57) todas as potencias r"'^

Elevando ainda c á potencia A', excluiremos similhantemenle de

(57) todas as potencias /"
; e assim successivamente até achar

uma das potencias já excluídas

r ^c

Sc jiorém a exclusão das potencias AT em (57) não tivesse começado

tomando a ^r '

, ou ^r"' , mas sim tomando c ,
qtiando ohti-

n A'"
vessemos r '

, esse Icrrao não estaria ainda excluido: o valor de q já

8 .
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«•Diihooido nos (liiria o iiioinciilo cm ([uc o dito Icrmo deve apparecer. c

IMir meio ilcllc excliiiriainos, a)iiio acima dissemos, todas as potencias

., A" nK' + '

r , c r

Feitas as exclusões precedentes, lome-se outro icrmo ti dos restantes

em (57), (|ue nào dè (/'' residuo já excluído, o (|ue, como acima disse-

mos, SC efleituará sem tentativa alg^uma infructuosa ; será

,A- A—''

e ç^ç; c imitando o processo precedente excluiremos as potencias

r
'

, r
"

, r
"'

, ele.

Excluiremos dcjjois os residuos potencias K desde os da forma

/"' (em que ^'y>q') até á forma /"' exclusivamente; e assim

l>or diante até excluirmos as potencias /•"'
.

43. O methodo que precedentemente cxposemos será tanto mais di-

recto, (|uanto maior fôr q em

Esse methodo poderia também applicar-se, com algumas modifica-

ções, ás exclusões relativas ás potencias correspondentes aos factores de

p— 1 anteriores ao ultimo A'; mas tornar-se-liia bastante longo, nào

sendo

Para determinar as raizes primitivas de qualquer numero jd, o mais

simples e directo será:

1." Se a>l; excluídos os residuos quadráticos, qualquer dos nú-

meros restantes não satisfará a ncnhmna das congruências

e j)or tanto todos elles poderão representar qualtjuer dos números m. in ,

m!', etc. que e necessário determinar no processo (§ 40). Por conseguinte



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. 1." CLASSE. .07

ncslc caso não ha tentativa alguma iiiiilil a fazer para a delerniiiiaçào

dos ditos números.

E claro ([ui" se fòr simplesmente p— 1=2°, lodos os residuos não

quadráticos são raizes ])rimitivas.

2." Sendo a= 1 . se fòr maior (|ue I algum dos expoentes (5, y, ò, . . . /.

dos factores B, C, D, . . . K Ac p— 1 , tome-sc o menor destes números,

vg. C, em (]ue y^I, e achados os residuos não (piadraticos, procurc-se

o numero 7« necessário (§ 40) para a exclusão das potencias C. Feita

essa exclusão, m pôde re])resentar m, ?«'', etc. para as exclusões relativas

ás potencias R. D, ... A'. Para (pial(|urr dos números vi , ni\ etc. pó-

de-sc também tomar (piaUpier dos números não residuos potencias C
3." Sendo a= p==y=^- • -^y.= 1 ; na serie dos residuos não

quadráticos tomc-sc um termo qualíjiier a, será

cm que i será um numero unpar.

Se i não fòr divisível por nenhum dos números C. D. ..." A', ele-

vando successivamcnle a" ás j)otencias impares

I, á. O, .... -^ I,

1 í "~ 1 • I » •

acharemos resiauos que serão todos uicongruos, pois se vg.

teríamos

donde

o que c impossível, jwis », »^, são dcsiguacs e menores que — -. Deimiis

tfxlas aquell&s resíduos são jiotcncias D impares, mesmo (juando

,\in>2BC ... K:

logo os residuos achados são todas as —— jjotencias B, cjue tiniiamos a

eschiir da serie dos residuos não cpiadraticos.
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Sc porém elevando a" siicccssivaincntc ás potencias

1, 3, 5, etc.

.

acliariiias um resíduo

anlos de termos obtido —— resíduos distinctos, será i^— 1 divisor de

. c íiizcndo

?V=—íi 1-

ver-se-ha que temos excluído da serie dos resíduos não quadráticos so-

mente as potencias NB.
Nos resíduos restantes tonie-se outro b tal que b" nào seja jKitcncia

N B, c elevando b" successívamcntc ás potencias

1, 3, 5, etc.

'não aproveitando nesta serie os múltiplos de NJ até acharmos inna po-

tencia

(64) r'"'*= 6''''= t«.

os resíduos obtidos antes do ultimo serão todos distinctos: c serào todos

diíTercntes das potencias já excluídas, se N fòr um numero primo, e

niiísmi) quando JV fòr composto, com tanto que nào tenha um divisor,

que o seja também de / em

b''= r-''.

Se nenhuma dessas hypotheses se verificar, antes de chegarmos a

obter (64), teremos achado uma potencia r'''" côngrua com uma das po-

tencias JVB já excluídas, e i será divisível por N, um dos factores de N,
N

primo, iiu nuillípio, e /, pelo outro — . O primeiro resíduo que stí cn-

^/

contra côngruo com uma potencia NB já excluída, será aquelle cm que

I =— ; logo na seguinte formação das iwtcncias de A* desprcsarcmos os
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termos múltiplos de i, na serie 1 , 3 , 5 , etc. , c não apparcccrào de novo

jiotencias iV^. Se í"òr «, o primeiro expoente que faz

o suppondo

p-1
iV'

'U[i-i)'

vcr-sc-ha, (|uc temos excluído todas as jTOtcncias N' B.

Sc ainda não tivermos excluido todas as potencias B, nos termos

restantes da serie dos residuos não quadráticos tomaremos o termo c tal,

(|ue f* não seja potencia NB, ou N' B; c formando as potencias 1,3,5, etc.

de c" (nào aproveitando naquella serie os números múltiplos de N, ou
de N') antes de chegarmos a uma potencia côngrua com c* não teremos
achado potencia alguma NB, ou N' B, excepto se em

(õr / divisivcl iK)r um divisor de N, ou de N'. Supponhamos pois ([uc antes

íle reproduzir a jiotencia c" se encontrou mna potencia NB; excluire-

mos como acima dissemos todos os números da serie 1, 3, 5, etc, <uie

dão essas potencias; e se continuando acharmos uma primeira jx^tencia

N' B, excluiremos similiiautemcnte da mesma serie os números, (|uc dão
[lotencias dessa ordem.

Por esse modo proSeguircmos até excluir todas as potencias B.

Dos residuos restantes lome-se vg. «', e eleve-se a^ a todas as ik)-

tencias designadas pelos termos impares e primos com B da serie ascen-

dente

(63) I, n, fi', íi", ele.

Se acharmos - [B— 1) - residuas incongruos, serão esses loiLis

as [wtcncias C, que havia a excluir. Do contrario, a primeira fKilencia

11, de a'^ que reproduz esta quantidade, dar-nos-iia

(n—1)C'
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'111 ijiie N será um dos divisores de t^t^, c teremos

isio é, teremos exduido todas as potencias NC.
Tomando outra ixitciicia lí^"^ nào oxcluida. c formando successiva-

mentc as potencias designadas pelos termos da serio (Gf)), em que sup-

primiremos os termos divisiveis por TV, ou adiaremos todas as restantes

potencias C, ou teremos cxcluido somente as potencias JV'C; no progresso

desse calculo teremos a su[>primir na serie (65) os números, (]ue dão

potencias NC, se antes de acharmos

tivermos encontrado uma das potencias JVC yi excliiidas. Em tudo o mais

imitaremos o processo indicado para a exclusão das potencias B.

Do mesmo modo excluiremos as potencias D, E, etc.

Ma exclusão das potencias relativas a qualíjuer dos factores B, C, D.

olc. para salicr quando a operação deve terminar, escusamos contar os

rcsiduos suppriniidos em cada uma das series de potencias «pie formamos:

a exclusão estará concluída, logo que determinando successivamente os

números TV, N', N", etc. acharuios um delles igual a 1.

Quando houver a excluir somente as |x)tencias relativas ao ultimo

factor A', uma única serie de potencias dará todas as exclusões (§ 42).

Quando houver a excluir somente as potencias relativas aos dois

últimos factores /, A' de ^— 1, no termo

a/= r"'

adoptado para a exclusão das potencias /, « será, ou deixará de ser di-

visível por A'. Na primeira hypolhese, excluídas as potencias /A", qual-

quer dos números restantes em (53), cuja potencia / nào tiver sido ex-

cluída, dará para a congruência precedente n primo com p— 1.

O mcthodo geralmente cxjiosto acima, experimenta do mesmo modo

alguma sim[)li(icação, quando restarem apenas os factores //, /, A", etc.

Estas e outras simplificações occorrcm porém facilmente, (juando se desce

ás applicações numéricas.

No methodo precedente pôde ainda ter logar um considerável nu-

mero de ensaios infructuosos, pois que vg. deimis de excluídas as jKiten-
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cias 2, B, C, se o termo a,, que se toma para a exclusão das potencias

D fôr vg.

excluiremos somente as potencias DEF; e depois (piando, para proseguir

nas exclusões D, tomamos outro termo b^, pôde ser

ô,= r"^^

e poderá haver ainda um grande numero de termos dessa forma.

Para evitar essas incertezas, proceder-se-lia do seguinte modo. Ex-

cluídas as potencias DEF, conlieccr-se-lia que o termo a^ tem a forma

indicada, e por conseguinte [jor meio dclie excluimos todas as potencias

EF, elevando <?, a todas os expoentes, que nào dào potencias j.í excluidas.

E (juando passarmos ás exclusões E, deve considerar-se que o processo co-

meçou já pela exclusão das jjolencias EF. Similliantcmcnle se evitarão tcnlas

as outras tentativas inúteis, que presuppõe em geral o methodo exposto.

Para ojxírar com facilidade e sem repetição todas as exclusões que

temos a cITcituar, comem começar por escrever a serie ascendente das

números impares

p — \

1, 3, ;>,
n

íB

notando explicitamente os que são divisiveis por algum, ou por alguns

das números B, C, D, etc. , o que se efleitua, sem calcido algum, pela

simples contagem dos termos.

Será também conveniente indicar junto a cada um dos resíduos

exeluidos a espécie de [lotencia, que elle é.

44. O methodo para a determinação das raizes primitivas dos nú-

meros primos foi em vão procurado por Eulcr (NoviComm. Acad. Pctrop.

T. xviu.).

Nem Gauss, nem Legendre. (pie redigiram tratados completos so-

i>re a theoria dos números, indicaram processo algum directo para essa

determinação.

Foi Poinsot o primeiro que apresentou (memoria citada, pag. 7 3)

um modo svstematico para círciluar o calculo das raizes primitivas.

O jirineipio em (pie elle funda esse calculo, e o mesmo de que par-

timos nos methixlos antccetlentcmente expostos. Poinsot, depois de achados

os rcsidiH)s não (piadralicos, eleva-os todos á jiotencia B; os residuos dis-

tinctos assim ohtidos dào-lhe todas as potencias B, que se devem excluir

I
.' CLASSE T. 1. P. I. 9
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(la scric dos rosidiios nào quadráticos. Os rcsiduos restantes elevados

IikIos á iH)t(Micia C, dão a cxclnsào das ]iotoncias dessa ordem; prose-

guindo-sc desse modo até excluir as potencias relativas a todos os lacto-

r(?s primos de p— 1

.

Dessa maneira tem sempre a efTeitnar-se o máximo numero de ope-

rações rejictidas: por exemj)lo, quando se faz a exclusão das potencias B.

formam-se potencias desse gráii, quando o numero delias ([ue lia ;i

. . ' í—

1

excluir e apenas
^

.

Para evitar esse inconveniente, Poinsot, cm relação ao cxcm])i() nu-

mérico que apresenta jiara a determinação das raizes primitivas de 31.

diz, depois de ter adiado os 15 rcsiduos niio quadráticos, e passando á

exclusão dos rcsiduos cúbicos:

« IMais, comme on ne doit trouver que cinq cubes diflerents, on \>cul

evitcr les opérations inutilcs, en rangeant d'abord Ics (piinzc non résidus

dans lordrc oíi iis suivraient une même raison géométrique. Quon jirenne,

par exemple, la raison 2, et les quinze uon résidus iwurront sordonncr

de ectte manièrc:

3. G, 12, 24. 17
1
15, 30, 29, 27, 23

|
13, 26, 21, 11, 22,

oú ces non-résidus se trouvent distribués en trois groupes de cinq termes

en progression géométrique, et dont les cubes sont

:

27. 30. 23, 29, 15
|
27, 30, 23, 29, 15

]
27, 30, 23, 29, 15,

cVst à d ire les mèmes poiír cliaque groiipe.

II sullit doiic de fornier les cin(| cubes des nombres conlenus dans

nn quelcon(|ue des trois groupes.

»

Em presença do f|ue precedentemente havemos exposto, será fácil

fazer a discussão c apreciação desta regra-

No cxenqilo escolhido dá cila o mesmo resultado, que o processo ((ue

indicámos (§ 40). Com cfleilo, sendo a um resíduo iiuo (juadratico, jtara

que os cinco números

(66) a, a d, ad^, ad^, ad'^

sejam todos rcsiduos não quadráticos e indispensável, (|ue seja d resíduo

quadrático, pois sendo a^r', se fosse também d^r'', os termos de (66)
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cm que d tem expoente impar seriam rcsiduos <[iiadraticos. Depois, i)arii

(]ue os mesmos termos sejam incongruos, é necessário qqe d seja raiz j)ri-

miliva de uma congrueneia

em que w<> 4 ; ^ como d^r'*'' nSo pódc ser raiz primitiva de

a;">=l, ou de x*''=l, ou de x« = l,

será necessariamente raiz primitiva de

a;'^l, ou de x'''ssl;

no segundo caso os 13 nào resíduos distribuiam-se n"uma só progressão;

e no primeiro distribuir-se-lião cm três progressões. Adoptando a idtima

liypotlieso. e elevando ao cidio os termos de uma delias (66), teremos,

fazendo í/=f/-,
a\ a^^ã", a'<i;\ a'(V«, a\l;m

resultado (juc, por serem ineongrúos estes termos, coincide wm a nossa

serie (55), em que se su])ponlia w= 5.

Vé-se pois qnc não é necessário verificar a distribuição dos 1 5 nào

rcsiduos nas trcs |)rogress«")es indicadas por Poinsol; basla achar um rc-

siduo (|uadrallro d. (pie dè os cinco rcsiduos não ([uadraticos (66).

I'oinsot não indica porem, nem como se devem distribuir os resíduos

cpiadraticos para evitar a inútil repetição de exclusões cm relação aos

diversos factores primos (|ue píkle ter p— 1, nem tão pouco dá o nic-

tliodo para achar o numero d, que lhe serviu para a primeira distri-

buição, no exemplo que ellc escolheu; jwr quanto ainda que nesse caso

não houvesse difliculdade em reconhecer (|ue se píide fazer d= 2, não

acontecerá o mesmo, se forenj muito grandes d, e o numero das poten-

cias -—- a excluir, pois que os números ad. ad^, ad^, etc. . quando

excedem o mo<lulo p, dão rcsiduos em que não é fácil distinguir aquelia

geração succcssiva.

Como se viu (§ 40^, nem mesmo é sempre necessário, que se forme

um primeiro grupo de -^— termas. Nesse processo, bem como em todos

os outros que apresentámos, não só houve sempre em vista evitar o mais

[wssivel toda a espécie de inútil tentativa, mas também procurámos, (|ue

9 .
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iMn vez de se ter a formar potencias análogas de niinicros successivos, se

ctlcituassem jmlcncias asccndontos do niesuio numero, o que é muito mais

vantajoso para o caleulb numorico.

Muito antes da pidiUeação da memoria de Poinsot (Janeiro de liS45)

tinlia Ivory (1824) inserido no 4." volume do supplcmento da Eiici/clo-

yialia Britannica um methodo, que clle parece considerar como directo (•),

[uira a determinação das raizes primitivas.

Esse methodo fimda-sc nas seguintes proposições. Sendo

(|ual(iucr raiz primitiva de p satisfará á primeira das congruências

y—

*

y—

*

f—

'

f—

'

(66') X * -1-1=0; x*"-M=0; a;"'-hl=0; x'"°4-l=0; etc.

,

c não satisfará a nenhuma das seguintes; e pelo contrario qualquer raiz

não primitiva satisfará a alguma, ou algumas dessas congruências, á ex-

cepção da primeira. Estes theorcmas que o auctor não demonstra, pro-

vam-se com muita facilidade em presença do que temos exposto.

Supposto isso, obtidoá os r(>siduos não (juadratieos, devem estes en-

saiar-se succcssivamente até achar um delles, que não seja raiz da se-

gunda, ou de alguma das seguintes entre as congruências precedentes.

Esse numero será luna raiz jtrimitiva, que nos dará, pela elevação ás po-

tencias competentes, todas as outras raizes primitivas.

ELste processo, como se vè, não é um methodo directo, mas sim uma
tentativa, que poderá repetir-se, antes de achar uma raiz primitiva, tantas

vezes (|uantos suo os rcsiduas não (juadratieos, que não são raizes pri-

mitivas.

E notável cjue assim como Ivory observou, que os residuos quadrá-

ticos não satisfazem á primeira congruência (66'), não reparasse também,

(pic entre os residuos não quadráticos os (jue não são potencias B não

satisfazem á segunda congruência (66'); e deduzidos esses, não satisfarão

á terceira congruência (66') os números restantes que não forem poten-

cias C; e assim jior diante: o que conduziria immediatamente ao methodo

(•) The cxistcncc nf sucli mimbi-rs (the primitive rools) in cvcrg cise is Ihcroforc

domonstralod ; l)iil no dircct mclhud of finding Ihcm has yct Itecn publishcd wilh which
»(' an- .ncqiiainled.

\\e. gladly scize lhe prcscnt occasinn of lying down a rule fur fiuding lhe primitive

r.M)l5 uf a prime number. — (Volume citado, pag. <i98.)
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de Poinsol, inclliodo que, comparado com o do disliiicto gcometra íhjjIcz.

merece mais, posto ([iie iiHo alisoliilaiuento, o nome de directo.

Sentimos não jHKjcr alliulir aos tra))allios de (^aiicliy ácêrca dasraizfs

\mmi{\\ãs ('Exercíeis de Malhem, t. iv, 1829): nào conseguimos encontrar

em Lisl)oa esta collecçào. E porém natural de acreditar, que esse illuslre

unalysla nào apresentasse um metliodo directo, ou geralmente rápido, ])ara

a determinação das raizes primitivas, não só em vista do silencio de Foinsot

a tal respeito, sendo a sua memoria publicada em 1845, mas até jKirtpie

unicamente o metluxlo deste foi reproduzido por Serret (Cours tfAlghhre

Stiptrii tiif . 18i!)). (pie todavia supprimiu inteiramente a simplificação a

(jue acima alludimos, nào obstante tratar também, como exemplo numé-

rico, da determinaçuo das raizes primitivas de 31.

A falta de imi processo directo para acliar as raizes primitivas tem

sido o nH)tivo por <|ue as taboas da<juelles números até agora jiublicadas

são excessivamente restrietas, o que é notavelmente desvant.ijoso attenlo

o grande uso (jue tem essas raizes na theoria dos números.

For essa coasideraçào nos persuadimos, que os melbodos que apre-

sentamos poderão de algum mixio merecer a attcnçào dos geómetras.
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V.

CONSIDERAÇÕES GEnAES SOBUE AS CONr.raiENClAS SUrERLIAEARES

DE MODULO MÚLTIPLO.

Ifi. Píissareiíios agora a occupar-nos da congruência

(67) x'= líip.

cm ;:; é um numero múltiplo qual(juer, que podemos expriuiir gcralmciile

\v)r ./" B^ C^ ctc. , sendo .-/, B, C. etc. números primos diversos da

unidade.

Tendo o modulo p lun só divisor primo, isto é, sendo

(68) x'= nãA',

Gauss (Ditquis. Aritli. § l.wxviii) faz depender a determinação <lc nina

raiz dessa congruência da determinação corrcsiwndenlo :í congriKMicia

.T»= 1M.1°-',-
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donde sc iiifcre, que sabendo nós determinar cjualtiucr das raizcs de

(69) x»= 1 M ^,

leremos siiccessivamenle raízes côngruas eoni essa para o modulo ,/. e

<|ue satisfazem ás congruências dos módulos yP, A" , . . . A".

E como o mesmo geometra indicou as formulas si m])les, que adiante

apresentaremos, pelas (juaes as raizes de (G8) st; disparlem em grnjxis

comjioslos cada um de igual numero de raizes dillercntcs e todas côn-

gruas, jiara o modulo À, com uma das raizes dc (G9), ficam desse nio<lo

determinadas todas as raizes de (68).
•

Este prwesso bastante longo e indirecto foi reproduzido poi- I^c-

gendre (Tlivork dcs n. ,
3° ed., t. u, pag. 21), c depois por Poinsot

(lifjlcx. sur Irs pr. fond. dc la th. dcs n. , cliap. iv. art. vi).

Siinilliantcmentc quando o modulo é vg. A° £ C^ , Gauss linlia

indicado que a resolução da congruência binomia podia fazer-se dejicnder

da resolução dc congruências, que teriam respectivamente os módulos

>/" , B , C^ ; e Legendrc desenvolvendo essa indicação, mostrou como

para cada raiz a-\-zA° da congruência relativa ao modulo A" se |Kxlia

successivamenle determinar z de modo a satisfazer aquella raiz ás con-

gruências relativas a B , C^, e por conseguinte á congruência proj>osta.

Este mesmo procasso foi dejwis seguido por Poinsot.

G)mo abaixo se verá, substituimos a esses metbodos indirectos c

dc succcssiva resolução numérica, formulas geraes c directas, tanto para

(|uando o modulo é ]K)tencia de um só numero primo, como (juando e

producto dl' |K)t(!ncias de vários números primos.

40. Podemos desde já rcconlieccr com facilidade, que todas as raizes

da congruência (G7), em que p é um numero múltiplo, sào exactamente

todas as raizes dc

(70) x*= lMj>,

em que D é o maior divisor comnumi entre j, c f/J. A demonstração

e perfeitamente análoga á (|ue emi)regámos (§ 30), advertindo que qual-

(jucr raiz dc (G7) deve ser um numero primo com p, c que to<los

esses numeres são todas as raizes dc

«"= 1 Mp.
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Em conscquoncia siip|)orcnio,s sempre (juando liouvcr a resolver qual-

(iiier congruência binomia como [('>'). (|nc o seu grau é um divisor de <^p

i7. Para o ([ue seguidamcnle temas a expor ser-nos-ha indispen-

s;ivel denionslrar a formula

(71) {a-hyp^y''=a'''-hYp'' + \

em (|uc p e um numero primo > 2; a, //, Y, s números primos com p,
cada inn dos números cj, s, =>1; e í=^>0.

Por simplicidade façamos sp'= m; o primeiro membro de (71)

liesenvolvido dá

1U— 1

ta -+- !/;''
j" =«" -+- '" a"'~ ' (!//)')+ ^—t" °'

—
° '^Vf)^ H

m— 1 ni— -2 wi— ar + 1 , ,

•"^"'^^ ~
X

«""'(í/í")' ••'

rccoiihecendo-se immedialamente, (juc a mais alta potencia de p que di-

vido o segundo termo é j3»+': provaremos agora (|ue os lermos seguintes

são divisiveis por {lotencias de p superiores a essa, donde se conclue (pie

o desenvolvimento tem a forma (71).

(k)m eíleito, considerando o termo geral acima escripto, vê-sc (pie

o seu cocniciente numérico tem a forma —J, sendo yí um inteiro, ciue
X

re]ircscnta um das coefíicientes do desenvolvimento de um binómio ele-

vado á iwlencia vi— 1; aquellc termo tem pois a forma

-Bf.
X

sendo li um inteiro. O valor de x rcprcsenta-sc do modo mais geral fa-

zendo x= rp', onde r primo com p, e =>1, 2==>>0, acontecendo

(pie apenas no segundo termo do desenvolvimento poderá ser simultanea-

mente
,=1, ;==0.

Por ser r [)rimo com p, devera ser —= A numero inteiro; logo o

termo geral reduz-se a
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Se fôr 2= O, o exiKJcnte de p rcduz-se a

para todos os icniios scgiiiiílcs ao scgiiiido, jwis será nelles r~l>\.

Não sendo porém z= 0, teremos

(72) ;, = 1 -I- ;/;>-(- ^ /*/) -I- ftc- >l-f-i.

•

j)or quaiilo sendo ^> 2, é Ip^i; e como q, bem como /=> 1. con-

cliie-se de (72)

9'/''> 9 -I- =7=> 7 + = •

logo

í— : r qrp'^l-\r(l,

o qiio completa a dcmonslraçào, (pic liiiliamos a apresentar.

A (brimila (71) é devida a (íaiiss (obra cilada, § lxxxvi), que a de-

monstrou indirectamente, suppoiído successivauiente í= l, /= 2, etc.

Poinsol imitando esse molliodo, simplilicou-o consi<|pra\ cimente, empre-

gando a (brnnila do l)in()nii(), de titii' Canss [)rcscindira, talvez para dar

á sua demonstração luna lórma mais elementar. Andias estas demonstra-

ções tem o defeito de nào serem directas. K notável ainda ((ue esses dis-

linctos geómetras se persuadissem (|ue a demonstração imnicdiata ofTere-

ccria alguma diClií iildadc (•). I*arecc-nos porem (]uc a demonstração di-

recta (pie apresentámos nem e mais longa, nem mais dillicil, que a de

Poinsol, c é consideravelmente mais simples que a de Gauss.

•i8. A formida Í7 í ) sodVe uma exccjiçào (piai\do fòr^= 2. e q=\,
sendo porem verdadeira ainda para p='2, e y>l. Com clléito, nesta

(•) r)pm(inslralii) liiijus lliporcmalis c\ ovoliitiniic pnlostniis binomíi poli pusscl,

si oslendiTcliir nniiirs IcrmiiKis p:isl si-cundiiiii por p'' ~^ '/> sogui.d'! a nossa

iiiilaiã(i) di^isillilos osso. Sod (luoniani runsidoraljci doimniinaloriim c loITicionliiim in ali-

quiil anitiagos dodiuil, iiiothudiim so(|nriiloin pr.Tlorimiis.— ((íaiss, Disijuisil. Arithniel.
,

^ LXXIVI.)

I.a dcmonslrallnii iiiinióilialo do oo Ihéoròmo, qiii parail faiilo aii prémior cniip

d'fril, prísonio iióaiimoiíis lioaiiciiiip do dillicullós, à cause do IV-xposaiil cnmposc »p {sp

so^Ulldll a nossa nntarãoi d'iiii iiaissonl Ics ciicfTiiionts dii liiniiino. Mais volci iin miivcn

Iròs siinplo do sortir do col ond>arras, òlc.— (PoixsOT, Cnnsirirr. sur Irs jirincip. fnnilam.

dl- III Ihenr. itrs ii. , chap. iv, «» 30.)

1." (;i.AS.St T. 1. 1-. I. 10
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ultima hyi><)thc.sc a demonsl ração prccetlentc cxpcrinienlaria apenas a sc-

"•iiiiile inodilicacào. Teriainos

.3
1

p-=l-i-zlp+ '-l^p-\r ele. > 1 -+-
f,
2 ;

e como q=^2, seria

rqp'^(]-\-z, donde í— : -t-rr/p' >> «+ </.

Sendo porém j3= 2, q=.\, teríamos, para s= t= \,

(1+ P !/)''= a" 4- 4
1/
(a -f- (/)

;

e como a, c 1/ sâo impares, suppondo ser 2" a máxima potencia de 2 di-

visora de a-\-tj, seria

s(;udo Y impar; e por conseguinte, pelo ([iie acabámos de demonstrar,

elevando ambos os membros da equação precedente á potencia sp'~^,

obteriamos

(73) (a4-p2/r'=a'"'+r.p'+ ''+ '.

sendo Y' imjx»r.

4!). Se em (71) supjwsermos // divisível por uma potencia ([iiai(|U('r

de p, essa formula subsiste, entcndendo-se que a mesma potencia, e não

outra superior, dividirá necessariamente }'.

ÕO. Sc em (71) suposermos ^^0, não subsiste a demonstração (|uc

demos dessa fonnula. A investigação das modificações que então sollre

a dita fornuda não será destituída de interesse, por nos conduzir a algu-

mas propriedades notáveis dos resíduos, de alguma das (juaes teremos a

lazer uso no capitulo seguinte.

Para evitar repetições, usaremos da letra P para designar (inaUpier

numero primo com o modulo ».

Empregaremos também a notação -, análoga á de Gauss y,

Á
(mod. ^), e pela ([ual designaremos quabiucr dos valores da fracção -, a
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cujo numerador se siippõe accrcsccntado um múltiplo do modulo (sendi

nste primo ou múltiplo) (|uc converte a fracção em um inteiro. Assim

AMp
D

representa um valor acliado pela resolução da congruência

(74) Bz= AMp,

(io iiK-smo modo (jue

A

II

representa o valor dado pela resolução da equação

Bz= A.

A fracção , que jiodercmos tamLem designar j)or -
, (juando

(lalii não resultar confusão, gosa de propriedades análogas ás das frac-

ções ordinárias. Podem nuillij)licar-se ambos os termos por um numero

qual(|uer, ou dividir-se jior clle: neste ultimo caso devem fazer-se as re-

stric-ções indicadas (§ í, 3." c 4."). A fracção z, sendo /-/, Ji [)rimos cnlre

si, e dada, como salx;mas, pela congruência

De (7i) infere-se que só ixxlerá ser cs^l, (juando fòr

B= A.

e que z será j)rimo com p, se com este o f^)r tnmhíMii J.

Sup|K)slas estas noções, tomemos os números a. >/ primas com o

numero primo jd>>2; e seja também n-^y primo vom p; se í fòr pri-

mo com /)— 1. teremos sempre

(74') {a-^y)"'=a"'^P:
10.
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pois cjue se pelo contrario lnssc

ttMÍ;iin(is

V « ; ^1,

o que é impossível, por (iiianto z=-^ >>1, o primo com p, niio pódc.

ser siimiltaneamente raiz das congrucucias

mas somente o será da ultima, sendo sp', p— 1 primos entre si.

51. Supponliamos agora, que se toma para s qualquer dos divisores

d, d', d", ele. de ^— 1 , será

(75) (a-|-i/'/=a''-t-Pjy", ou [a+ yf= (^' -+- P

;

e para todos os divisores d, d', etr. a cjue corresponder a primeira equa-

ção, será sempre u constante, isto é, terá o valor que corresponde ao

divisor máximo^— 1 ; com cíTcito, a primeira equação elevada á poten-

cia 5^ dá (71)

(a-H»/)'-'= af-'-HP7)'.

Se (õr rf o minimo dos divisores de jd— 1 , (jue dá a primeira das

,_. ^ a-\-ij . ... ,

equações (7.S), será z^ raiz prmiitiva de

logo se (jualíiucr outro divisor <•/' der

(a-iryf^^af^Pf . (lomle J's^\,

será d' '=md. E será sempre d=p— 1, se fòr z raiz primitiva ào p-
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52. Sendo jiois // o gníu da longrucricia do ([ue r o raiz |iriiniliva.

SC s, não divisível por p, nào íòr |)riiiio com p— 1, leremos

(76) [a -\- y)'= a" -\- P p' . ou {a+ y]'= a' -hP,

eoníbrnie s lòr, ou não iòr divisível por d; na primeira liypotliesc terá

u a mesma grandeza que em

(77) (a H- (/)'-'= a' -'-+-/'//.

53. Siipjwndo por conseguinte que é D o maior divisor conimum

entre x, ep— 1, verilicar-se-ha a primeira, ou a segunda das ctjuaçõcs

(76), coníbrme íõr, ou não fòr z raiz da congruência

na prin)cira liypothcsc o valor de u será dado por qualquer das equa-

ções

z'>= \-^Pp'; ;''=1-1- />/)•.• zf-'= i^Pp'.

54. Do que ultimamente havemos dito, e da formula (71) se con-

chie, que será geralmente

(78) {a.^yf=a"''-^Pp"^'. ou [a^ yf= a'"' -^ P

,

conforme qualquer divisor commum entre s, e />— 1 , e por conseguinte

o máximo D entre elles, der, ou não der

s»= l.

55. Vè-se também, cpie como mu numero qualcjuer a<ip, e > I . c

primo com p, é necessariamente raiz primitiva de uma congruência

x''^i, isto ó, X''=l-t-/'/í".

cm (|ue il dividirá p— 1 ; leremos sempre, se s nào fòr divisível por^,

o'= 1 -H /*/)" , ou a'= !-(-/'.

conforme s fòr. ou deixar de ser liivísivel |>or il.
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S<' t'm vez lio expoente s toin.irnias sp' será, |iara cada uma dessas

liv|)oll>cscs,

n^ ^l-^Pp '^
, ou 0=1-1-/'.

.")(). Se u-\-ij fosse divisivcl por p, sendo ainda a primo com ^), é

Ihcll de ver ([iie, para quaesiiuer valores de s, t, p, seria

Logo se supposermos jD= 2, e forem «, y imjwres, scrí sempre

(/+ /)-'=/'-'+ /'.

57. iNa formula de Gauss

(a-i-yp'r'=«"Vy/+'

1'iitra a|>enas explicitamente o primeiro termo do desenvolvimento do |)ri-

nieiro membro. Km relação aos dois primeiros termos desse desenvolvi-

mento podemos também estabelecer a formula seguinte, jtara /'>2, sendo

(79) fa+ y;//y"''= «'^'+ .*p'a"''-' v/+ }'/ + '+'.

(em (jue, mesmo jiara y [)rimo com p, poderá ser Y divisivel por esse

numero) cuja demonstração deduziremos dos mesmos principies com (pie

jirovámos (71). Como vimos (§ 47) quaUjuer termo do desenvolvimento

do primeiro membro de (79) reprcscnla-se |X)r

para os termos cm <|uc fòr 2= 0, aipielle expoente rcduz-se a t-\-.qr\

e como cm lodos os lermos, posteriores ao segundo, em que (òr r= 0,

será >=>2, o dito exjwcnte

<-f- (jr=> í-f- 2(/=> < -4- fy -h 1.
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Nos lermos cm ([iii' uno lôr r= O, será

y;'= 1 -H s //» -f- j /''/' ^- i-lc.= i-í-:(lp-h '- 1' p— «'tf.

)

=> 1 + ;(//,+ í l^p -+- elc.)= i H-z (/< — !)=> 1 + 2; ;

loj^o o expoente

í — ;-t-í/r;/=>í— ;+ (/r-|-'27rr=>í— :H-r/-i--22= >/-h7+ l ;

(' iior eoiisogiiinte lodos os lermos do deseiivolviíiienlo jMjsteriores ao se-

f;undo serão divisíveis j)or /)'"*"'**, como e.\[)rimc a formula (79).

OiKiiido iicssíi formula y fòr |)rimo com p, Y ser.i sem|)rc divisivrl

[por ^), excepto iio caso uuico cm (]ue fòr q=l; o (|ue se (Iciiioiislra

facilmente em vista do (jue acabamos de expor. Essa propriedade, licta

como a determinação da mais alta potencia de ^) divisora de }', scr-nos-

lião jiorem inúteis para a ajii)licaç;ío de (7!)l. (|ue temos a fazer no capi-

tulo seguinte.
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VI.

RESOLUÇÃO i)\ co.\(;iiii:.M:iA .r":^r 1 M p"

.">8. Passaremos agora a determinar as formulas geraes de resolução

da congruência
"O"

(80) x"=slMp";

em que suppomos jt>>-2, c primo, e (§ iC) D=p'p', sondo js' divisor

de »— I, t <im, e por const-guintc D divisor de ^p"'= {,p
— Of"~'-

Anlcs de deduzir essas Corniulas precisamos demonstrar, que (80)

não pôde ler mais de D raizes diversas.

Qual(|ucr das raizes de (80) deve necessariamente satisfazer a con-

gruência

(81) x"=lM/»;

logo d&signando jKjr a, b, c, d, ele. as p raizes desta congruência, me-

nores que p, qualijuer raiz ,/ de (80) terá uma das formas

a + yp, b + y']>, r-hy";», clr.;
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vejamos (|iial é o maior numero de raizes, (iu(! podorá dar-se em cada

uma (lestas espécies. Siip|ionhainos ser A uma raiz quahjucr pertencente

á liirina n-\-i/p. Qiialtpicr outra raiz de (80) incluída na mesma lorma,

será expressa geralmente [tor ./-i-zp', sendo «=>1. Com<i temos

(.1 -4- =/r)''=.i''-f-Z//+'= 1 + Zp'+- .M/r.

|iara (jue ,/+ zp" seja raiz é indi.spensavel (juc tenhamos, suppondo z pri-

mo com p. /+ M=>;«, on u=^rn— t; por conseguinte a fornuda

geral de todas as raizes da forma a-\- ijp será J -\- zp'"~\ cm ([ue ; [xj-

dcrá ser divisível por j3. Ora todos os valores da ultima formula, incon-

gruos para o modulo p", são os que resultam de se dar a z todos os

valores

O, 1. 2. 3, i. ... (/— 1):

donde se concluc forçosamente que nào pode haver mais de p' raizes da

forma a-^pij; similhantementc haverá quando muito p' raizes de cada

uma das outras formas b-\-ij'p, c-\-i/''p, ctc. ; e como o numero de

todas estas formas é p', vê-se linalmente que o numero de raízes de (80)

nào pôde e.\ceder p'p'= D.

59. Para resolver a congruência (80), mostraremos como as suas

raizes dependem das de

(82) xf'= íMp''-',

c como as desta dcpendiMn das de

Sendo pois 1, a, /;, c, ctc. as p' raizes desta ultimo, digo que serão

.,W í I _«FI í I ..IH — / I

(83) 1. a" .b" . c" , o(.-.

as raizes da precedente.

C/om cfreito, qualquer dessas quantidades e raiz. |)or(|uc tomando vg.

a segunda, c sendo

«'==1 \-yp,
1." ci.A«si: T. 1. r. I. 11
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iloduz-se

log-o o stjjiiiulo dos luiineros (83) é raiz de (8.'2), c o incsiuo acontece aos

outros. Como (82) iiào |)ódc ter mais de p' raizcs, se reconliccernios que

as p' raizcs (83) sào todas dcsiguaes, isto é, incongruas para o modulo
p""~', essas raizcs serão todas as de (82).

Ora a lorinula adiada (7'i') não só nos demonstra imnicdiatamente,

(|ue os números (83) sào incongruos para o modulo y"~', mas conduz-nos

também a uma notável propriedade desses números, isto é, das raizes de

(82), e vem a ser, cjue todas estas são incongruas para o modulo p. Com
elleito, supjwndo í> c, e

b= c -\- s;

c sendo os numeras ô, c, s primos com p, teremos, pela formula citada,

•t— f — I m — f — I n»— í— I

b" =(f + s)'' =c'' -hl'.

cm (|uc será /' primo com p.

Verificaremos agora que qual(|ucr das raizes (83) de (82) é também
raiz de (80); com cflcito, visto que achámos

será, pela formula (71),

{a'' ) = 1 -+-!'//,

•

e como as raizes (83) são incongruas para o modulo p, scl-o-hào para o

modulo p", isto é, serão raizcs distinctas de (80).

Ora Iodas as raizcs

,„_/_! m — l—t ,„_f_l
1, n' . b" , c' , ctc.

pertencem correspondentemente aos grupos

(84) ! + !//>. a + y'p, b-^y"p, r + \t"'p. ctc.



DAS S^.IE^TJAS 1)K LISBOA. I.' CLASSE. 7!)

a (|iH> acima ulliidiíuos; ]>i)r (|ii;iiito vij. é ((15)), jiaia o iin.diilo ^),

•1 3 « — I — I

p P . _^ P j/

e pois (iiic (iesignaiulo vg. a' jior ^/, a lurnuila A-\-zp"'~ da,

COIMO vimos, ^>' raizcs divci'sas para (SCl; c como as raizos contidas em
um dos grupos (8'i) são incoiigruas, ate para o moilulo p, com as raizcs

de outro desses gru|)os, concluir-.sc-lia finalmente, que todas a&p'p' ^=D
raizes assim deduzidas dos grupos (8'i) serão incongruas para o modulo p";

c como (80) não pôde ter mais de D raizes, ficará desse modo demon-

strado, c|ue es,sa congruência tem eílcclivamentc D raizes.

60. Do (|ue acali<ámos de demonstrar se infere, (|uc as D raizcs de

(80) são dadas pela formula

(85) a;= x/"~'~' + !///"-' M//",

cm (pie .r e qual(picr das p' raizcs de

.r'''=lM;),

c y um dos números O, 1 , 3, .?. ... (/>'— 1).

(i 1 . Sc na congruência dada (80) , for

n=i)'p--'.

leremos /=^m— 1, e ])or conseguinte a fornuila (8.")j muda-se cm

(86) x^x^-i-ypMp',

na qual y pódc ter os p''~' valores O, 1, 2. ... (/>""'— I).

Esc, além da liyjx)tliesc precedente, siipjx)sermos ^'--=^<— I, a for-

mula (80) dará visivelmente todos os números menores (pie p", c j)rimos

com cllc, os quaes, como d siibido, são todas as raizcs da congruência

Sc cm (80) .supposiTmos D^p', será /= 0. o i|iii' mudara a for-

mula (Sh) cm

(87) x= x;'~\}p'.
11 .
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E se finaliiiciitp tivermos D^=p', será p'=í, asp' raízes I . a, h. c,

etc. rediizir-se-liài) miie;iiiienl(> á |)rimcira, o leremos

I

()2. A formula directa (85) tem ainda a vantagem de nos dar expli-

cilainenle todas as raizcs não piimilivtis de (80), isto e, as raizcs ((uc

satisfazem a

a;'''=lMp''.

sendo D' um submultiplo ([ualquer de D, c por conseguinte serão raizcs

prímitiras todas as (]ue desse modo não ficam representadas.

Em |)rimeiro logar reconlieceremos, (jue não são raizcs primitivas

todas aqucUas cm que x nào fòr raiz primitiva de

(88) xf'=lMp.

Com ciVeito, sendo .r, tal que tenhamos

em que é ]'"<ip\ e divisor deste ultimo numero, teremos

(89) .r,""=l + Z;);
^/"''"~'~ '= H-Z/)— ',

c por conseguinte a formula (85) dará

(90) ^
x''"'' = n-zy,

isto é. X satisfará a uma congruência do grau p"p' submultiplo de D, e

por tanto não será raiz primitiva de (80).

Reciprocamente, de

3-''"'''=1+Z>-sh1M/),

como

concluiríamos (§ .30,

xf"= 1

;
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( por sor ((85))
// tf m — l— t

teriamos

3-,'"=l.

Sc íòr pois D=p', isto é, t= 0, todas as raizcs primitivas do

(80) scrào as (|uc dá a formula (87). cm <iuc se siipjHJc .r, raiz |)riiiii-

tiva de (88).

Vejamos agora, suppondo f^O, a condirão a <|iic deve satisfazer //

j)ara que, sendo a-, raiz primitiva de (88), nào seja x raiz primitiva de

(80). Neste caso deverá x satisfazer á congruência

Ora de (85) deduz-se nessa liypolhese ((79))

x'''''~'^{s;'''~y'''"'+,/;nr-'{.r/'~"'')'''''"''-'^iMp'.

Cumpre pois satisfazer á congruência

Como é
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:i (|ii:il. atloiuliMulo a (iiic "rraliiuMitc e

ri"(lii7.-se a

(|iic dá

(92) y=[-C>.r,;/''-^J-f-j/V;

concilie so [)or tanto, qno para (luahiuor valor x^, raiz primitiva de (88),

a (ormiila

(92') j-ss-r/'""'" -^^ ( [—Q.rji''--] -htj p)p'-' Mp-,

(lá todos os valores (85), que não sào raizcs primitivas de (80), quando

x^ o fôr de (88).

Todas as raizcs não primitivas de (80) são pois comprelicndidas cm
duas formulas; uma (83) cm que se suppõe x, raiz não primitiva de (88);

outra (85), em que é x, raiz primitiva de (88), ey raiz de (91). O nu-

mero das raizcs dadas pela primeira dessas formulas será o producto do

numero de raizcs não primitivas de (88) pelo numero de valores que

pôde ter >/ em (Sói, isto e, será

{p'—rl>')P':

o numero das raizcs dadas pela segunda das ditas formulas será o ])ro-

ducto do numero de raízes primitivas de (88) pelo numero de valores,

que pódc ter //' cm (92), isto é, será

'ip'Xp'-'.

Yè-se também que todas as raizcs primitivas de (80) são dadas pela

rormiila (85), cm que se sup|H)C x^ raiz jirimitiva de (88), ey não raiz

de (91): logo o numero de raizcs jirimitivas de (80) será

/)' í /i' — //-')= ç;/ • '>;»' =- o;/ /)'= fD.
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As trcs csiiccics de raizcs cjiie temos considerado devem eompre-

liendcr todas as de (80); e com olVeito

(//— (pp')p' -H ç,p'.p'-' -f- o/J= ////— ç.
//(//—/»'-')+- 9Í)= Z).

numero total dessas raizes.

63. Podemos sempre determinar pelo menos uma parle das o£) rai-

zes primitivas de (80), sem necessidade de fazer calculo algum para

achar valores y, que nào satisfaçam a (91); para isso basta que saibamos

SC Q e, ou não divisivcl [)or j».

Com efleilo, na primeira bypolhcse todo o valor y não divisivcl por

ip nào satisfaz a (91). Logo nesse caso (85), em que se supponha .r raiz

primitiva de (88), e // não divisível jwr p, dará

?P'(p'-f'-')= ?í>

raizes primitivas de (80), que são todas as que esta possuc.

Na segunda hypothese, sendo x^ sujeito á condição indicada, c sendo

y divisivcl por p, (85) dar-nos-ha

raizes primitivas de (80).

64. A demoiisli-ação <lo numero de raizes i>rimilivas de

(93) x''''''=iMp",

pôde efleituar-se jmr um modo inteiramente similhante a (|ual(|uer das

duas demonstrações (§§ 33, 34).

Imitando a primeira delias, teríamos similliantemente, suppondo

p=q r s\..,

'^
'•'5=^5Í1—,4l— r][í— si... 1—pj.

em que

, c yP' , .. v'p' „,„ ... py „. , c PP'

q ' r qr P

I C f'P'
Id,A.,=— ; elr.
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(' por coiiscgiiiiilo

x=,y(i-;;)(i-;)f;i-;)...(i_j)=,(,y:.ir

linilniulo a .soo;iin(la, iirovaronios (jiir, scmlo y, //' duas raizcs (|iia('s-

(|iuM' ('(irrcs|)(>nilcnl('s ás conginicncias

(9i) .r''=lM;j"; .r'' = l;

1.° ////' e raiz. d.- (93).

2." Totlos os p'^' [irodiictos yy' são iiicongnios para o modulo p'\

( [lor i-onsfguiiUe representam todas as soluções de (93).

3." Todos os prodiictos ////' cujos factores forem respectivamente

raízes primitivas das congrucncias (9í), serão raizcs primitivas de (93),

e não serão raizcs primitivas desta, os productos em que algum dos fa-

ctores não fòr raiz primitiva da congruência correspondente.

1." A segunda das congruências (9 5) tem /)'"' raizcs não primiti-

vas, jM)r(iuo estas são as raizcs de

e j)or isso aquella terá p'— /•'"'= 9/'' raizcs primitivas.

5.° Sendo p^q^r s^..., é sempre raiz da primeira das con-

gruências (94) o producto zz'z''. .

.

, cujos factores sào respectivamente

raizcs das congruências dos graus q", r , s". . .; todos esses p' productos

sào incongruos para o modulo p" , c por iíso dão as p' raizcs da con-

gruência do grau p. Serão raizcs primitivas desta, somente aípicllcs pro-

liuctos cujos factores forem todos raizes primitivas das congruências cor-

resjjondcntcs.

6.° Tendo pois as congruências dos graus q", r , s", . . . respecti-

, . ... a a y
vãmente os scgumtcs números de raízes prmntivas çy , '^r , ^j , etc.

(4.°), o numero de raizes primitivas da congruência do grau p' será

99"X?r''x?s''...=v/''.

c por conseguinte adiaremos linalnientc, que o numero de raizcs jiriíni-

tivas de (93) é
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G"). Acliu(l;i lima raiz |)ririiitiva / <lc' (9.'5). scruo todas as raizes dessa

fongriioiicia

.-. r\ r\ ...
,"''''==

1,

o (juc SC demonstra |n)r imi iikkIo simillianlo ao i'Mi[)regado (§ -36]. E
também se recoiihecerá de imia maneira analo<^a á de (|ue então usámos,

(liic serão raizes primitivas todas as poleneias /", em que // lòr primo

eom p'p'.

66. Para a applicaeào numeriea da formula (8;")) convém substituir

no primeiro termo do valor de x o seu residuo minimo para o modulo
jj'"~'. Eis-a(|ui eomo esse calculo («'xie efleiluar-sc sem grande dilliculda-

de. Determinc-se rapidamente (§ 20) o residuo minimo x., de x '' jjara

o modulo p^, será

dclcrmine-se similhantementc o residuo minimo .t^ de x/ para o mo-

dulo p'^; depois o residuo x^ de a/ para o modulo p*; c assim suecessi-

vamentc até achar o residuo x„_, de xj_,_, para o modulo p"'~'; será

„"— '— I

x„_,^x^ Mp'~'.

Oníittimos por brevidade varias outras simplilicacòes, que oceorrcm

Cacilmeiíte ao calculador exercitado, que tiver presentes os princípios, que

temos exposto.

ci.Assr. r. I. V. i. I 3



8C ÍIEMORIAS DA ACADEMIA REAL

VII.

KESOLCCÃO DA CONGRUÊNCIA a?" S5 1 M 2"

67. Sc tivermos a resolver a congruência

j:''= iM2".

em qiic por cm fiuanlo seja ;«>>2, devemos suppor (§ 40) D ii»i di-

visor (lualqucr 2' de <^T=T-\
68. Consideremos em primeiro logar a congruência

(95) .x*"~=l:

são raizcs desta todos os números impares menores que 2°'. isto é, todos

as valores da formula H-y.2, em que y deverá ser qualquer mimero

da serie

1 9 3 2""""

rwluzindo ao seu residuo minimo 1, a raiz correspondente a y= 2""
.



DAS SCIEXCIAS DF. LISBOA. I." CL.VSSE. 87

A coiig^ruciicia (9,')) Iciii puis um iiuiiuto di' raizes designado pt"lo .seu

grau. Podemos representar mais conuixulameiUe essas raizcs pela iorrnula

(9S')
.

a,= + i_^y.2í,

em que y poderá ter os valores

1, 2, 3, ... y"-^•

por quanto as raizcs da forma — H-//.2'^ sào as que correspondem á

lorma l-l-y.2, cm (jue se suppõc y impar.

6y. A congruência (95) nào leni raizcs primitivas, por quanto qual-

quer valor + l+y.2* satisfaz a

visto ser (§48)

(± n-v2»)*""'=i -f- r.2".

Podemos porém á falta dessas raizcs primitivas absolutas, que pelas

suas potencias succcssivas dariam todas as raizesde (95), considerar, como

faz I\)insot, uma espécie de vàxzQíy primilivas inipofcitas, ctacs, (jue qual-

quer delias p dará pelas suas potencias

(96) o. [°-, f f

2"~' raizcs distinclas de (95). Essas raizcs primitivas sào dadas pela for-

mula i 1 +y.2", sempre que y fòr impar, por (juanto nessa liypothcsc

P

" '=(±I-}-/.-2=j-" = l-f-/.2-;

c outra C(|uaçào similhanle prova (|uc (jualqucr jiolencia de p, cnjo ex-

igente fòr i'.2', sendo t<im— 2, será incongrua com 1 para o modulo

2", donde (§ 1 5) serão todas as potencias (96) incongruas para cs.se modulo.

70. SupjHMíliamos agí)ra <|ue se toma

(!)7) ,=1 1

..•2'-':

12 .
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torào essa mcsniu Cóinia os tcrinos ilu serie

(98) /•,
)•-'. ,\

8

eiijos expoentes são impares (§ 48); e como o numero delles é 2""', a

<lita serie contém, nos termos de ordem impar, todas as raizcs primitivas

da classe (í)7). As raizes (1)8) scrào todas as 2'""" raizes de (í)5), que

tem a forma H-y«2*. Por conseguinte qiial([ucr outra raiz primitiva

da classe (97)

r'=l + /'.2'^

dará na serio (98) as mesmas raizes que produziu (97), posto que em
ordem diflerente.

7 I . Similhantemcnte sendo

(09) r——\^;,.2\

a serie

(100)

dará 2""'' raizes disliuctas de (95). entre as quaes as correspondentes a

expoentes inqiares tem a forma — 1-1-/'. 2", isto é, sào todas as raizes

primitivas da segunda classe (99).

72. As raizes (100), cujos expoentes sào pares, coincidem com as po-

tencias pares (98). Com eílcito, tomc-sc para formar a serie (98) uma
raiz

r'=I+(2"— /,)2^

teremos geralmente

r='= (l + (0"_;,)2=)»-=(— l-h/,.2'-') = "= r;\-

isto é. as potencias pares de (98) coincidirão pela mesma ordem com as

de (100). Logo se tomarmos [)ara formar (98) a raiz (97). não sendo

í + ,;=2",

coincidirão ainda as potencias pares de (98) e (100). posto <(ue cm diíTe-

rcntc ordem.

7o. Do (jue acabamos de dizer se conclue, que qualquer outra raiz ;•
'.

da ciasse (99) dará todos os termos da serie (100). posto que em ordem

diversa; pfiis que as potencias impares do ;; serão todas as raizes primi-
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livas de scj^mida classe (O!);, e as [)oteiu'ias pares eoiticídíruo com as (]c

(98). Vè-se (ainlxMii <|uc as potencias de ordem im[iar de cada uma das

series (í)8, 100) não ])odein achar-sc na oulra, pois que cada um desses

g;rMipos de [Kiteiicias im[)ares representa a totalidade das raizcs primitivas

(y?), ou (!)!)), e e sempre impossivel a coiigrucneia

l-t-í.2'^=— lH-i>2m2-.

74. Nas duas series (!)8, 100) aeliam-sc jxiis todas as 2"~* raizes

de (í).^) da forma 1 + /.2*; todas as 2""-' raizes da forma — H-i.2%
c linaluicnte todas as 2"^^ raizes da forma l+y.2', que são as de or-

dem par em (!)81. ou em (100); e por conseguinte para completar a to-

talidade das 2"~' raizes de (95) faltam í"'"' raizes, que são todas as

eomprehendidas na formula — l-|-y.2', nenhuma das (juaes entra em
(98), ou em (100).

Todas as raizes porém da ultima classe, que tiverem a forma

— l+í.2*"^', serão dadas pelas 2°'~^~° potencias daquelle numero,

cujos ex[)oentes forem

1. .•3. í), ... (2"-'-'— Ij,

reunião dos números impares menores tpie 2"~'~'.

75. As raizes das duas formas

— H-í.2^ —1 -)-i/-2''

deduzeni-sc de lodos os valores de >•'

1 + Í.2S l+?/-2=

pela simples .subtracção do numero 2; [wr conseguinte as 2"~' raizes

de (95) serão dadas pelas duas formulas

(101) x= r'M2-; x= ;-— 2,

cm que

r=l-|-/.2",

é uma raiz [>rimitiva (juaUiucr de primeira classe, c em i|uc se deve dar

a « ([ualípier dos valores

l
) 3 •)--»
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As niizos |)rimitiv;is de iirimoira, c tlc segunda classe serão dadas

rps])Ct'tivanu'iile pela primeira, C ])cla segunda das fonindas (101). sempre

<]tic nellas se tomar para m um niinicro impar.

7(>. Siniillinntoinente as raízes das duas formas

\ + i.r, _! + ,/. -2'

(ledu/.cni-se de lodos os valores de //'

— l^-í.2^ l-t-i/.-i'.

juntando 2 aos de primeira espécie, c lirando 2 aos de segunda, o (|ue

e(|uivale a juntar ou tirar 2, conforme em r" fòr u impar, ou par: logo

as 2""' raizes de (95) serão também dadas pelas formulas

(i02) x= r;; x= r;— 2[—\Y.

cm que
.-,=— l-f-/.2'^

é uma raiz primitiva quakpier de segunda classe, c u lerá qualquer dos

2»—» valores acima eseriplos (§ 75).

As raizes primitivas de j)rimeira, c de segunda classe serão dadas

respectivamente pela segunda, e pela primeira das formulas (102), sempre

(jue nellas se tomar para u um numero impar.

77. Consideremos agora geralmente a congruência

(103)" a;''"'""slM2",

em (juc « > 1 , c íi <i M.

As suas raizes devem ser números impares; ora como qualquer

delles se i)óde representar por ± 1 + /.2'', em (jue « > 1 , para (pie seja

!= (+! + '•2";-'"""= l+/-2"-"+\

deve ser pelo uicnos y.= n: logo twlas as raizes de (103) são dadas pela

formula

10 Vi j-=± 1+.I/.2",
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em qup tomarciiias para // qiiahnior dos minieios

I, 2, .'J, ... 2~-".

Vè-se |)or taiilo, (jiie o luimero das raizcs de (103) é sempre o

dòhro do sen gráii. exceptuando o ca.so já considerado, em ([iic w= l,

pois então o grau designa o niHiiei'o das raizes.

78. Qualipier valor .c, em (jue // seja iinjiar, não satisfaz a uma con-

gruência de grau inferior a 2'""°; por (pianto sendo 2"~"~" o maior sub-

multipio desse numero, não e

|)OIS

(+1+/-2')-'' ' '=l-H/.2"'-'.
.1

Apezar do que, a congruência (103) nào tem raizcs primitivas senào im-

I)erfeitas, isto e, taes que pelas suas jwteneias succcssivas dão apenas me-

tade das raizcs dessa congruência. Essas raizes são de duas classes, isto e,

teremos

(105) r=l-|-/.2",

que dará as 2"~" raizcs distinctas de (103)

(106)

ou teremos

(107) ,;=_!+,-.o-,

que dará as 2""" raizes dislinilas

(«08) r,.r,\ ,;, ... rf-'\

proposições que se demonstram como fizemos (§ G9).

79. A similliança do cpie dissemos (§§ "0. Tl, 72, 73) se reconhe-

cerá, que as potencias impares da serie (106) dão sempre todas as raizes

primitivas de primeira classe, e que as de segunda classe são dadas pelas

l)olencias impares da serie (108); e outrasim se verá. fpie ;ís potencias
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iKiros das duas series dão as niesiiias raizes, pela mesma ou por dilTercnte

ordem, conlorme fòr ou deixar de ser 2" a soinma ilos números /. t^ que

iiilram em (10.'>, I07\ I^go outra raiz de ])rimeira elasse r', c outra

de sejrunda classe // darão respeelivamente todos os termos das series

^IO(i, lOS), jK)Sto que cm ordem diflcrente.

80. As duas series (lOfi, 108) dão pois 2""""" raizes da íórma

I
-i- /. 2"; outras tantas da forma — 1 + /. 2"; c finalmente o mesmo nu-

mero de raizes da lórma l+y.2"^"'; por conseguinte ])ara completar a

totalidade das 2"""+', raizes do (103) faltam o™-"-', que são todas as

compreliendidas na formula — I +y.2"+'. nenhuma das quacs entra em

(100,. ou cm (108).

Todas as raizes porém da ultima classe, que tiverem a forma

— l + í.2"+° são dadas por todas as potencias impares menores que
2"~"~° de (jualquer das ditas raizes.

8 1 . Também á simillianea do (pie fizemos (§§ 75, 76) quando n= \,

se verificará, que representando por /• (piakiiicr das raizes primitivas de

primeira classe de (103); por r, qualcfuer das de segunda classe, todas

as raizes dessa congruência serão dadas pelas formulas

(109) a;= r\ x= /:— 2;

ou também pelas formulas

(110)
.

x= r;', .r^r;— 2 — 1)",

dando a «, tanto em umas como cm outras, todos os valores

1, 2, 3, ... 2--".

As raizes primitivas de primeira clas.se serão dadas todas, ou pela

primeira das forimdas (lOí)), ou pela segunda (1 10), dando a h todos os

valores impares: as de segunda classe são dadas, para u imjiar, ou pela

.segunda (109), ou pela primeira (110).

82. No que temos cxpo.sto supposemos sempre, (pie na (•ongriicncia

a resolver

(IM)
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ora D suLnuiUi[il() ilo modulo, e m'^1. Se iM)rein íor m= 2, a con-

gruência dada será

a;«= lMi, ou x=lMi;

a primeira leni as duas raízes I, í!, das ([uaes a ultima é uma laiz pri-

initiva absolula. A segunda tem apenas a raiz I .

8.3. Em vista do (jue dissemos (§§ 18. C8, 77, 82) conclue-se geral-

mente, que a congruência (111) tem D raizes ijuando lòr />= 1, ou

D==2'"~', c terá 2D raízes em todos os outros casos.

Ciimpre-nos dizer, (|ue a maior parte dos tiíeoremas demonstrados

neste lapitulo acliam-se na memoria de I'oínsol (cliap. iv, art. vii).

1.' CIASSE r. I. r. I. 13
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VIII.

KLSOmCÃO DA CONCnUENCIA x" ES 1 M ^'' fi C^ .

84. Siipjiondo o niodulo N^A'" B^ C"* . .

.

, sendo A, B, C, ctc. pri-

mos entre si, o se tivermos a resolver a congruência

(112) x^^i,

devemos sempre suppor (§ 46) (lue D é divisor de oN.

85. A resolução geral de (112) depende da resolução das congruên-

cias seguintes, cm (juc D'. D", D", ctc. são respectivamente os máximos

divisores comniuns entre Z), c cada um dos números '^A , (^B , tfC , ele.

(113) .r»'=lM^l",- J-''"= 1MB^- .r" =1M(;'',- ctc,

cm virtude das pro[)osiçòcs, (pie passamos a enunciar:

1.° Qualípicr raiz .r' de (1 12) e também raiz de Iodas as congruên-

cias (113). pois que sendo vg.

a;"'=IMiV==lM.r,
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e por ser nccessariamcnle t' pi imo com .-/, leremos

c <'omo D' é o máximo divisor tominum entre D, e fA", coiicluir-.sc-lia

2.° Reciprocamente (|ualquer raiz .r'commimi ás congruências (1 13)
será raiz de (1 13), pois ([iie de

x"''=lMA': x""= iM li^; :r'^"'=lMC^• etc.

deduz-se, por serem D', D", D", etc. divisores de D,

x'"= iMA': x"'^lMB^: x'"=1Mí:''; ele;

logo

x'''=ilVlA'.

86. Em consequência do que acabamos de demonstrar, nào liaverá

difficuldade cm estabelecer a formula geral de resolução de (112). Com
cdeito, delerminem-sc os números ^>, ^, /, ele. taes (juc satisfaçam (§ 22)

á congruência
JV V .V

(114) p \-q~-hr h etc. = 1 M iV;

A' fiP C

c lomem-se os números a, h, c, ele. , que sejam respectivamente raizes

das congruências (1 13); será raiz de (1 12)

.V V V
'^
A' ifi Cf

Esta formula dará, sem repetição, todas as raizes de (112), substi-

tuindo nclla todos os systemas a, b, c, etc. de raizes das congruências

(1 13). Para o rcconbeccr notaremos:

1." Todos os valores (115) .são raizes de (112). Com cfTeito, ele-

vando (115) á potencia D, c dcspresando os múltiplos do modulo, acha-se

(iir.) ."^(«/.í^V-^- (67 J^^-f^-^l^+^xc-:

13
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( como

o^^lM^l"; t^-lM/í^; l•"=lMt'^• ele.

a coiigriicncia (IIG) retiuz-sc a

mas (114) elevada á mesma ix)tencia D produz

logo

2." Reciprocaineule qualquer raiz x de ( 1 1 2) será representada pela

formula (115); pois que se forem respectivamente a', V, c, ctc. os resi-

duos desse valor .r i>ara os módulos y/", B , C^, etc. teremos (§ 85, 1.°]

x^'=a''"=lMr; x'"'=h"'"=iMB^; a;""'=c'^"'= 1 M C; etc;

a', b', e', etc. formarão pois um dos svstemas a, h, c, ctc. que podem

entrar na formula (115).

3." Todos os valores (115), correspondentes a systemas a, h, c. ctc.

a'. h\ c', ctc. dislinctos, sào diversos, isto é, incongruos para o modulo

TV'; jiois (jiic designando por s', x" as duas raizcs relativas áquellcs sys-

temas, SC vg. supposermos que a, a sào raizcs distinctas da primeira das

congruências (113), como

j'=^flp— Mvl" ,

donde, peia formula (1 1 í), será

c como similhanlcmente

.r', .r'' serão incongnios para o modido J . c por conscguiníe para o mo-

dulo y.



DAS SCIENCIAS DE LISBOA. 1." CLASSE. 97

87. Pelo exposto se coneliie immedinlameiítc o nuinero de raizes de

(112). Com efleilo, se nenhum dos factores ,/, /A (^, ele. fòr 2. os nu-

meres das raizes a, b, c, ete. serào respcelivamente os graus D', D", D'",

cte. das eoiij^rueneias eorresjwiidentes (113); se \g. fòr y/=2, e fòr

D'=í, ou £>'=2°~
, será ainda D' o numero das raizes a; esse mi-

niero será j^rém 2 D', se, sendo A=2, fòr Z)'>1, c D'<i2'~'. Con-

clue-sc por tanto, que o numero das raizes de (112) será sempre D' D" D"'

ele., cxeepto (piando fòr ^= 2, c Z)'> 1 , e <C
2"^

, pois nesses casos

o numero das raizes é 2 D'D" D'" etc.

A nossa formula (115), em relação ao laborioso processo de reso-

lurào successiva dado por Legendre, e por Poinsf)t, nào tem jwis só a

vantagem do ser lun metliodo geral e directo, mas também a de nos con-

duzir immedialamenle a determinar o numera de raizes de (112).

88. O gráii D da congruência (112), sendo divisor de (fA\ terá ne-

cessariamente a forma

I)= .i'A' BB^CC'...,

em (juc ^/', JB', C, ele. serão respectivamente divisores de A— 1, B—

1

C— 1 , etc., e Jí', p', y, cte. respeclivamenle menores que a, (3, y, ele. Sujipo-

nhamos que é d' o maior divisor commum entre -^^, e ;: d", ri'".
'

A'.t' A'
A''

ele. respectivamente os máximos divisores commims entre ——;, e tt.

,
^rr o . .,

""' ""'
entre r, o ——;, etc; será evidentemente

Ccr €'€>

ly^AA' d'; h'=^U'D^'d': D"'=C'C'*'d"'; ele;

logo se nenhum dos números J, B, C. ele. íòr 2, o ninnero de raizes

de (112) será

DD"D"' eW. =Dd'd"d"'Qh:,

isto é. esse numero será sempre maior que o grau D, e um multifilo

ilelle, excepto unicamente se fòr

(117) ,<'=(/"= ,/"•= cte. =í.

Sc se verificarem as condições precedentes, é claro (|ue também
D', D", D" , ele. serão primos entro si; i«>is (|iu' m^ nSio fosse vg. d' =1.
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cs.sc nimicro dividiria -rv "^^" ^'- "•'" poderia ser siiiiiiltuncuincntc pri-

mo roín B' B" , com (y C' . ctc; loo;o D' deixaria de ser siimdtanca-

moiilc j)rimo com D", com D", ctC. Reciprocamente sendo Z)', D", D'

.

ele. primos entre si, verilicar-se-lião as eiiuações (117). Conclnc-se jwr

tanto que se nenhum dos números J, B, C, etc. fòr 2, sendo D', D", D'",

ele. primos entre si, a congruência (1 1 2) terá D raizes; e reciprocanicnle.

Se um dos números J, B, C, ele. lor 2, e D'. D", D", ele. forem

jirinios entre si, o numero das raizes de (1 12) será ainda D, se fòr D'^ 1

,

ou /)'=2''~', c será 2 D nos outros casos.

Quando os números D', D", D'", etc. não forem todos primos entre

si, e fòr J=2, o numero das raizes de (112) será D<i(l'd"' ele, ou

2D d'd" d"' ctc. conforme se verificar, ou não, uma das e<|uações Z)=l,
Z)'=2'— '.

Se D fòr par, sel-o-liào lodos os números D', D", D"', etc, com a

única excepção de que sendo vg. Â°==2, será D =\.
89. Não sendo 2 nenhum dos números J, B, C, etc., se D', D", D",

etc, não forem ])rimos entre si, a congruência (112) não pôde ter raizes

j)rimitivas.

Com cíTeito, sendo x, uma raiz qualquer de (1 12), c devendo ella

satisfazer ás três congruências (113), teremos

.r,"'=lM.r,- x^"^mif; .r,*"^!»!^; etc;

ora não scntio D' , D" , D'' , ele. primos entre si, será o menor múltiplo

dellcs \<iD'D'D" ele.: logo como das congruências precedentes se deduz

.r^^sz\^\A°; J•,^=1MB^• .r^^=IMC^• ele;

donde

j,^= lMiV,

j-, não será raiz primitiva de (112), ])OÍs que apenas pixlcrá dar. pelas

suas potencias succcssivas, A raizes de (1 12).

90. Sc porém D', D", D", ele. forem primos entre si, não sendo 2

nenhum dos números ^Z, B, C, etc., (112) lerá sempre 9Z) raizes pri-

iiiilivas.

Com efíeito, tomem-se as raizes a, b, c, etc. respectivamente pri-

mitivas de cada mna das congruências (113), serão tamhcm raizes pri-

mitivas delias

„-^r^^\ h+ y'B^, c -\- tfC , cIC. :



DAS SCIEiVCIAS DE LISBOA, l.* CLASSE. !)í)

ora (§ 24) pôde st-mpri- dar-sc a y. //', //", vU: valores lacs, iiiic Iciilia

mus

a^;iA''=h-j-y'n'^:

a -f-y-í°= f 4- -/'re-

visto ser ./ [niiiiíi com /}. com C, ctc. ; [ngo

r= a-hiJÁ",

será raiz primitiva de todas as congruências (113), e por tanto se fòr

ti o menor e.xpoentc (pie lai simiillaiipamente

f"==lM.l°; r"sslM/i^; r'= UI(7^ ele,

n será divisível por cada um dos numeres D', D', D", ele. (§ 13); c

como elles são primos entre si, teremos

n==l)'D" D"' etc. =1).

isto é, ;• será raiz j)rimitiva de (112}.

Provada a existência de uma raiz /• primitiva de (1 12), entre as D
raizcs dessa congruência

r )•'•' r^ r"

scrào primitivas atpiellas cujo expoente lòr primo com D, o (|ue se de-

monstra como (izemos (§ 36): logo o seu numero é exactamente cD.
1)1. Evidentemente se reconhece também, que iiaverá oD raizes pri-

mitivas em (112), se, sendo vg. .^=2, fòr />'=!. e D", D', ete. fo-

rem primos entre si, e deixará de haver raizes primitivas para Z)'>1,
ou para D'', D"', etc. nào primos entre si.

Conchic-se jjois que, sendo D= rjJY, ainda que nào seja 2 nenlnmi

dos factores ^, B, C, etc., (112) nào tem raizes primitivas, por cpianlo

A— 1, B— 1, C— 1, etc., c por conseguinte D\ D", D", ele. tem

sempre o divisor commum 2. Haverá iionim iD raizes primitivas se for

D= <s>i\, A^-2 A', e ./>2.
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!)?. Ale aíiiii linvrinos siipposto, que se a rongriioncia a resolver fosse

(118) ír'=lMAr,

(levcl-a-liiainos subsliluir jwr ;^1 12;, em (jtie D e o iiiaxiino divisor com-

imim entre s, c ÇiV. Nolarenios agora (jiie os números D', D", D"', ctc.

são também os máximos divisores comiiums eiilr(> j, e 9^/°, 9Ã ,
96''',

etc; [ior(juc para aeiíar D podiamos vg. proeiírar o máximo divisor com-

inum D' entre s, c 9// , depois o máximo divisor roímmmi I) entre

^, e *— -V ^'^C"'.... e teriamos
/>' l)

sai". • r> •

seriam pois —,, -— prnnos entre si, e por conseguinte D primo com

--p-. logo D' seria também o máximo divisor commum entre D, e 9^/°.

O mesmo se diz em relação a D" , D", etc.

íl;J. Seja a' o máximo divisor commum entre s, c hy, designando

por esta ultima expressão o menor múltiplo commum de 9//°, fB, etc:

digo que será a' igual ao menor múltiplo commum A de D', D", ele.

Em primeiro logar qualquer factor primoy commum a j, e a AiV

deve entrar em um dos números '^J', tjiB , etc.; logo y" entrará em um

dos números D', D", ete., e por tanto em A; todos os divisores priíno^

de a' sel-o-hão pois de A. A reciproca d&sla proposição é também ver-

dadeira, por {[uanlo ([ualquer factor primo /"de A entra em um dos nú-

meros D', D", ete., e por isso divide s, e um dos números í-/°,
<f
B ,

etc., isto é, divide s, iN, e o seu máximo divisor commum A'. Logo

A, a' tem os mesmos divisores primos.

Seja agora y™ a maior das potencias do numero primoy, que divi-

dem o^/', <fB , etc, e su[)j)onliainos vg. (juc /'" corresjionde a yy/";

seráy" a máxima potencia divisora de i>N; logo a máxima jxiteneia /'"

que entra nos números D', D", etc. corresponderá ao primeiro delk's, e

seráy* a máxima {wlcneia commum a s, e i/V, isto ti, a máxima po-

tencia, ([ue entra em A'; mas visivelmente também é /" a máxima po-
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loncia que entra cm A: logo finaliuciitc S, l' contém os mesmos diviso-

res primos elevados ás mesmas potencias, isto é. A'=A.
yi. Todas as raizcs de (I 12) satisCazem a (1 13). c [lor consegmiile a

ÍI18') x'=lM.V;

ora A, máximo divisor commum entre s, c óA', é sempre divisor de D,

máximo divisor commum de s, e o A'='^y/°'j;ZÍ . . . ; logo Iodas as raí-

zes de (118') satisfazem a (112), (! |)or conseguinte (112i jióde ser sul>-

slituida por (llS'), (jue em muitos casos será de um grau menor.

Snpporemos pois dV)ra em diante, (|ue se fez essa rcducçáo, isto é,

sup[)oremos cm (112). que D é o máximo divisor commum entre s, e

ilS', ou o menor umlti[)lo commum de D', D', D'", ete.

Feita pois essa liy|M)tlicse. suijsistem todos os tlieorcmas demonstra-

dos nos paragrapiíos antecedentes deste capitulo, jior(|ue nelles sujipose-

mos que D era um divisor ipiaiquer de '^N, propriedade ([ue <-()m|icte a

(|ual(|ucr divisor de ÍjN.

!):"!. Se a congruência dada Còi'

(|U(! é satisfeita por todos os números priums com X. vcr-se-iia pelo que

<lemoii.st ramos |>recedentemente, que todos esses numeras sào raízes de

logo no llicoreiíia di' Kuler

piidc suiístituir-sc ', |Hir '..

Será

unicamente se A^ for um numero primo, ou potencia delle, ou o dul)ro

de um numero primo ^- 2, ou de (jualciucr potencia delle. Nos outros

casos if.y-/", ^B , ete. teriio pelo menos o divisor 2. e será por tanto

iN<C<fN, c òJV divisor de oN.

Vc-se também, (jue nos tlieoremas demonstrados (§§ 12, 1-3) p<Kle

suLsiituir-se ç. ])or '-, c por (ousegiiiute cm todas as l<)rnudas de resolu-

ção das congruências lineares capil. m podcnios fazer uma análoga suli

slituição.

I.' ciASsr. T. 1. r. 1. 11
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!)fi. Nas applioações ([iic w (izorciu da íonmila (115), é claro que
iw cocniciciitcs (Ic a, l>, c. ele. ficvctii rodiizir-so ao sen rpsidiio ininiino

para o modulo A\ A mosnia formula [lóde dar-so uuia expressão mais

simples, fazendo iguaes os números p. q, r. ele., á simillianea do que
fizemos ;*^ ?:")\ isto i". di^lcrminaiido o nniiiero p. que satisfaz a

IMS"
/ 1\ V V

/' ( i- "õ+ -- -+- ''!'••
)
-s > M N.

Tfimando |iois [wr p a laiz ])ropiiaiiieiile dila da cniij^riieTicia precedente

quer dizer', fazendo

V .Y .V ,(tA-i
I

i_ 4_- +el<-.

nuular-se-lia '
I I r>^ em

(i 19) T =-/> (
«- + ft

A
-f- r— + etr ) M A;

\ I
\ s' /;P ry '

Esta formula, bem como (115). lom ainda logar se J, B, C, ete.

iiào forem números primos absolutos, mas sim primos entre si.

Podemos lambem deduzir de (11 Ti) imia formula de resolueão im-

mediatameiíle expressa em c/. ft, r. ele.. ./. /í. T. ete.; eom efleito, fa-

zendo

/' '-& ,•»•= ("-) .• ele.

:

a eong^riiencia (111) é satisfeita para os módulos .1 . fí .

('^
, ele., Lsto

é, para o modulo ;V; lojjo (1 !;'>) mudar-se-lia em

,.^, .-.(^)"V.(5)
,?/lf

'"'^

^c/

A' Xft^
ele. -MjV.

í)7. A foruuila ,'lir)\ eomo vimos % Kfi. .'>."i, dá para um sysiema

([ual(|tier de rnizís n. h. r. ete.

aMA'; arsfi.M»",- r^i^\C^: ele,
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isto é, (|iuil(|iici' valor j- dado |)or essa loniuila tciii coiuo rcsiduos rosjic-

clivaiiiciit)" para os iikmIuIo.s ./", // , l'"" . ctr. as rai/.cs a. d. r. ( Ic. ([iic

miram no dilo valor.

Siniilliantrmontf" acontece iws (lirmiilas 110. I ;'0).

1)8. Km vez da e(|uaeào de eondicàc] I I ij

' A' /iP (y

|K)deiiam(is em]ire<jar

, .V .V .V "

V A' 11^ cy

porque é apenas em ser satisfeita esta ultima conjjfruenein. que se funda

a demonslracào (|U(í demos da Cornuda (II.S\ O mesmo se dirá relativa-

mente á condição (118"); logjo em (11!)) [iodemos fazer ^) ^ I , não sii

quando a funeeào

-Y .Y .Y
- -i- -- H \- ele. = 1

,

A" ifi r^

mas tuinl)Oin (juando essa funccào fòr uma das raizes da eonp;i iieneia da<la

; 1

1

T.

91). .Supponliamos que nào e 2 nenliuui dos mimcros ./, Zf, C, clc.

;

sejam re.sjiectivameute li. /{', /{", etc. rai/.es prinu°tivas das congruências

11.')); a formula 120) poderá suLsliluir-se por

(121) xsfl-(— ) +«'"4 *-«"'(•)
- •te. MA.

em (|ue r/, ii , u", ele. poderão ler lodos os valores inteiras desde 1 até

res|)eetivãmente D', D", D", ele.

100. Si- fòr .Y-^— 2. n' ^\ a formula precedente redu/.-se -i

2« / V B?
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Si> lõr ./° =- 1'"'. ^ -^ í"~". sendo //.
' 0. c //'///. a (niiimlii 121]

scrfi siilisliliiidn ^ SP pchis scD^tilnlcs

7p '

V
1

^ .•!,: ;

(i2;j)

/;
P

(123')

em todas as (iiiaos se poderá dar a // lodos os valores inteiros desde I

até 2"—".

101. Quando (1 12j tiver raízes priniitivas, será uma delias (§ 90) o

numero A', que íor simultaneamente raiz primitiva de todas as eongruen-

cias (113'; e se tomarmos os rcsiduos li', Ji'"', /i"'", ele. de X para

os módulos ,/", B , C^, ctc. esses residuos serào respectivamente raizes

primitivas das ditas congruências, isto é, u, u, u", ete. serào respecti-

vamente primos com D'. D", D'", ete.; logo as fD raizes primitivas de

(112; corresponderão aos

9 D^X-j. /) 'Xí.í)"'xelc. = oD

systcmas de valores de ?/, ie', u", ele, em (|ue esses números sào corre-

spondentemente primos com D' , D". D", ctc. Todas as raizes primitivas

de (112) serào jmiís dadas pelas lormulas (121, 122), quando nellas se

tomar para ?/. u. u , rlc. valores (juc teidiam a indicada propriedade.
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IX.

uusoLucÃo DA co>i(;kuf.>ícia aj.'ssb\\N.

102. Consideremos agora a congruência biiioiniu jroral

(124) aa;'= 6MA',

lujo modulo seja um numero qualquer primo, ou niultipjo. e cm (|ue s

é também um numero qual(|uer.

Em (12i) devem a, JV ser primos entre si; aliás se tivessem o má-
ximo divisor commum í/>>1, para que (124) fosse possivel, deveria ser

ô divisivcl por t/. Suppondo pois que nesse caso se dividiram a. />, A'

|xjr t/, consideraremos sempre a. N como primos entre si. Também po-

demos suppor sempre a, l> primos entre si, pois se tivessem o máximo
divisor í/, o ([ual, sendo a. N primos entre si, seria primo com N. de-

duziriamos
a ^i

103. A congruência (124) reduz-se sempre mui facilmente a ter a
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unidiuic [K)r ('(H-liifienlc no priíiieiívi moiiiliro; ImsUi [laiii ivsn iniillipli-

Víú-A por «*'^~'. (' leremos

12o! .f— ba'^'-'.

Não só ;is rai/.es de (124) sào raizes de (12.')). mas r(X'iprocamente

ns drsl;i satisfiirào ;i(|iiella, pois do (12:')) deduz-se (l2-'l). multiplicando

a primeira por //.

Buslnrá ]k)Ís stunpre resolvei' a congruência

(126) .í-'£sr.

10 í. Oulra n.'due(;ào se pôde ainda cfieitiiar. a sabor, podemos sem-

pre siij)por, (juc c, e l\ sào [)rimos entre si. ("om olVeilo. se esses dois

mnneros tiverem um divisor primo r/> 1 , sendo rcspoelivamenle a, fi

os n^ráiis das máximas [loteneias do c/ divisoras dos ditos mnneros, será a

eongiaunicia jtropos-ta

(1-27) yi^ei^MPã^.

e leremos a considerar os sc<riiintos casos:

1." Sendo a= p= gfí, o primeiro membro de (127) será divisivel

poi- (/''; logo x^=z(l'', o que transforma a congruência dada em

2." Sendo 2 =- ;S=^ oí + j'', em ([uc j'>0. e <C j'. c cm (|ue po-

derá ser <^= 0; fazendo, como é necessário, j-^ .:?/''+'. (127) muda-sc

em
</'-•'. ;'= cM/' ,-

oi'a sendo ti. e /' |ii'inios entre si, podem detcrminar-so u, v taos (|ue

p 4- (I /' = Vil'--' .

o (jue reduz a congruência pictedenlc a

s'= r.
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.'?." Soiulo 3!>>|3. c fi=^qs. a livpollicso x ^- zd' iniula (l;'7 t-m

1." ScikIo ?:> |3. (' (3==^í 4 j', j'.">0. o j. a liy[)(itlirs<; i -^Cí/'
""'

imida \'l' CHI

(128) í/'-'". ;'ss«(/°~^M/'.-

C SC X— *''=<Ca— i, dedu/.-si' logo ilcssa coiiijiiiciit ij

mas se lòr í— í'= x— í+ y. ixideni dclcriiiin.ic-so ;/. r tais (iiic

ou

o (pie reduzirá (,128) a

5.° Sendo a=^^.f<C(í. lazendo x= zd'', a eongruencia ^127 ic-

duz-se a

6." Fiiialinentc. sendo at= ^j- -t-j'< f3,
em <|iie í >• O, t- ^j-. a

liv(X)those x= r^/'+' muda 137^ em

(/-'• ;'í==íM/'(/P-',

congruciieia impossivi;!, [X)is ([ue <- não é divisível jHjr í/.

('.orno as (considerações precedentes se applicani a (iuali|uer outro

divisor primo <Í eommum a c, e S, eoneliic-se (jue a congrueneia (12tíJ

se jKidc sempre reduzir a outra em que esses números sejam primos en-

tre si, excepto o caso iinieo, em que sendo na congrueneia <lada d", dr

as máximas jmtencias do numero primo d divisoras de c e de N, lor /3>a,
e este ultimo lunncro nào (òr divisivel jx)r s; quando isso acontecer a

congruência e irresoluvel. por ser impossivel. ("omo depois veiniios, não

é este o único caso de impossibilidade de (12G .
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SupiK)reiiios {)ois sempre que na congruência a resolver
(

I 2(1 !, r é

primo com o modulo.

lOf). Sendo possivel a congruência (126\ e suppondo geralmente o

modulo N^A" D C^ . . . , designemos por x quaUjucr das suas raizcs;

esse numero deverá necessariamente ser primo com A', ])nis (|uc N, c <

SC suppòc primos entre si. Se fòr x" outra raiz. da mesma congruência,

poílemos determinar os mnneros u, r laes <nic

ou
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|)OÍs sondo j:' primo com o modulo, leríamos

contra a lij potliese.

100. Designaremos |)eIo syndjolo /cMiV, ou simplesmente \jc, (jue

deiioniinareinos radical modular (a&sini como ás iracoões —'—, ou '-. ijo-
^ ' B fí ^

dcriamos chamar yracrôcs modular/ sj <iiialc|uer das raizes de (126\

O radical modular yc designa pois (|ual(|uer dos números inteiros

(juc dá o radical aritlimelico y , -f-diV, (|uando o valor do « o lorna ra-

cional.

Aciuella notação proiwsta por Gauss, faz melhor reconhecer a no-

tável analogia, que existe entre as pro[)ricdades das raizes das congruên-

cias, o das equações binomias, como engenhosamente demonstrou Poinsot

(Mnii. sur lapplic. de lali^d'. à la ílicuric dts voiidi.), fazendo ver, t|ue

as Cornuilas t|ue dào a resolução das equações binomias são immediala-

mcntc applicaveis á resolução das congruências binomias. Em virlnde

pois dessa convenção, será j f (pialquer das raizes de

.r"ssl.

e por conseguinte a proiK)SÍção enunciada no paragraplio antecedente tra-

duE-sc analiticamente na seguinte forniula de resolução de (126)

(130') .r=,'r.'l.

D
Designando 'por '^D o numero de valores de ^1, (juaKpier dos va-

lores de ^c que adoptemas, esse nas dará sempre as }/) raizes de (126).

107. Investiguemas agora quaes são as condições, que tornam pos-

sível uma solução da congruência (126) em ([ue c é primo com o mo-

dtilo. Supponhamos cm primeiro logar N^^A . sendo a=>l, e A^l.

Para que a ("ongruencia

l.il, .r':=s.M.r

1 ." CLASSr. T. I. P. I. líi
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a'ja ix)ssivcl é necessário (iiio, sendo D o inuxiiuo divisor coiuiuiiin entre

s, e ?^/°, e siippoiído 'f.-r^= DD, lenhamos

(1321 «"'= 1:

com etleito, (|iiul(|aer raiz x' de (131) devendo ser [irima com ,/ , e sendo

==tD, teremos ,

<•".= .

r''
'^- =5= .,'"'".=_ x'<P'°--= I.

A condição (132j não só e necessária, nuis himljem e a sullicienle

[lara que (131) seja resolúvel.

Com eflcito, represente / ([naUiner das raizes primitivas de

se (orinarjuos a serie indellnida

(133) r'", ,'", ,-'", r*'". rlc.

o primeiro áaa seus lormos /•"'". (pie liiz

será o (pie corresponde a p =D , pois cjuc devendo ser

e sendo { primo com D,, o mínimo valor de « é D,. Logo os D^ \>vi-

mciros termos de (133') dào D, residuos distinctos; ora i>sses resíduos sào

tmlas as raizes de

(13 V .r''.= IM.4",

pois

ir^'" "•=rí""'.s5.1;

logo entre aquelies resíduas necessariamente se encontrará c, [toís siippo-

mos r raiz de (13 4'!; por conseguinte se for

r»'"^.rHS('',
seríí /' raiz ilc I

.'!
I .
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Quando fòr a= 1 , isto é, (|iiando tivermos a resolver a congruência

.v' ==cy\A,

a condição (132) ne<'e,ssaria c sullicictite para a resolubilidade rcdiu-se a

(13?;) r'.=^l,

ein ([ue ./ designa o ([uociente de -:/— I [)or ./', sendo esta ultima ([uan-

tidade o máximo divisor oomnium entro s, e ,/— 1.

108. A condição (132) pôde ser substituída por outra, i|uc na maior

parte dos casos será mais simples. Sejam J', .4°^ os máximos divisores

coniniuns entre s, e yi— 1, e entre s, c A ~
; será, suppondo y/— I

7)=i:.l'.r'; »,= .!, .r""'"',

c |x>r conseguinte (132 inuda-s<' em

,.'.''-"'"
'=l.\l.r;

ora, como se viu no capitulo vi, (|ual(|uer numero c, (jue siitisfaz á con-

gruência precedente, satisfaz também a

(136) c-^.= IM.r'^'.

e reciprocamente: logo esta condição poderá sempre substituir (132), á

(jual será idêntica se a'^a— 1.

101). SupiKHiliamos actualmente y/=2, isto e. seja proposta a con-

gmcncia

(137) j:'-«"~"=cM-2".

em que e inútil supiiòr «=> 0. pois que então seria c^:\.

A condição sufficiente para que (135) seja resolúvel não é já

(138) " r*'~'sl.

como no caso |>reeedente, ainda <|ue a ultima congruência deva veriíl-
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car-se scmpro (|uc (l-ÍT) tiver uma raiz. pois sondo essa ncctvsariaiiicnti'

um mimoro impar /", leremos

liiii vez tle'(133j teremos |)orem como necessária e sullieieiite eoii-

clieão (la resolubilidade de (l.'{7

;I.JÍ», 1 = 1 ^y.2"-" + \

A?m que y representa utii muiíero (jualíjuer.

Rsta eotulieào é necessarm. pois cpie sen<lo qualcjuer raiz de |.'i7'i

em (pie y ==> 0. será

(= £,•*"'"'=
1
+-,;.2"'-''^*-t í'.

valor sempre compreliendido tia loi-mula (l.'>í) .

Reciprocamente tendo logar (iííO). será sempre resolúvel (137).

Em primeiro logar, se fòr »/= l, será w=l. e por tanto tssl,

o que torna (137) resolúvel.

Se fòr 711=1. será //= l, ou n= 2, e nestra dois casos (139)

dará <r^l, e logo (137) resolúvel.

Sc for w> 2, c «= <;2. (139) dará c^l. e jKir tanto (137)

resaluvei.

Supjxjnliamos agora geralmente /«>2, // > 2, e n<Í7n.

Tome-sc um numero impar quaUpicr / representado pela íbrmula

l=± l-t-/.2»:

dcduz-se dessa hvfiothesc

lonor pot

2", os 2'~* termos da serie

c como /' é a menor potencia de /' côngrua com 1 [)ara o minlulo

iK>) /. r. I . ... I
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S('r;"i() incong-riios |)iir;i o iiiosiin) intMldlo, p (|ii:il(|iier clfllcs

E como todos os valoirs incoiigruos (jiic dá o scfçiindo mcinljro da (Hiua-

ção prerodentp sio 2"~''. corrospoiídciitos aos valores de y

I, -2. .$. ... r-\

M'gue-SL' ([110 lodos os resíduos da serie ;^1 ÍO, são dados por todos os resí-

duos de l -h i/.'2°"""^^: logo jjara um valor qualquer (líiítj

<•= ! +- (/'a"-"-*',

aehar-sc-lia necessariamente um e\|K)ente / lai ipie

1"--^';

isto <í.

/"•''._,.

e |>or conseguinte /' será raiz de (137 .

llO. Os 2'"' valores de c dados [tela condição (139). não são jmis

todas as raízes da congruência (138)

.x*'~'=IM2-,

as quacs .são dadas peia formula

^141) «=± l-hy.^"---^'.

A proposiçào que enunciámos para quando À^'i, soflre por con-

seguinte uma notável excepção (piando A=2\ neste caso suppondo sem-
pre cm (131) s= tD, a condição

é ainda necessária, mas j;V não e suflicicnte para que a congruência dada
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soja resoliiM'1. Pnia se dar a possiliilidadc de resolução é forçoso cscoUicr

para c as raiics que sntislazcni, não á congriicncia

mas sim á conjínionoia

p mesmo eiilre e.slas adojtlar somente as <|iio toom a forma 1-I--4/'.

111. Verilieada a )i<xssiljilida<le de haver uma raiz na congrueneia

exislir;-|o, eomn >iinos :^§ 10-'), \OC-i' neeessiiriamente '^D raízes dadas

|ii'la íorinula

,r S5 /c • / I .

112. Do f|ue preecdentcmenlc exi)oscmos é faeil coneltiir as condi-

ções de j)ossil)ilidadc da congruência

ii2^ .T'=(M.r/i'V'' ....

cm que sup|X)nios primeiro ([ue nào é 2 nenliuni dos números v/, B, C, ete.

Qualquer raiz dessa congruência sel-o-ha necessariamente das con-

gruências

(U3) xa=cMÁ': x'= cMZ{^- x'= cMC^; etc.

;

ora SC dermos ainda a D', D", D", etc. as signifieaeòcs indicadas (§ 02).

sendo A', B, C\ etc. os máximos divisores commvuis entre s, i; J— 1,

B— 1, C— 1, cte. teremos

D'= Á'A' ; D"=^fíi,^'; ir^Cí^; ele.

devendo ser os expoentes x, Çi', y, etc. nspeclivanicntc menores que

7. ':. y. efe; c snppondo Tmalmente

.1 — t --- Xá . B— t — /.'« ; ( — \ - Ci' : et-
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sciào (§ 108) as roíidiçõcs necessárias da juissibilitlade siimillanca <las

<oi)gr»ciioias prcccdeiiles

(lii; «•"^IM.í"'"*"'; .'•-:
I M /,"'+'

; .'^IMÍ^'*- '; (.-te.

Kepresciitaiulo agi)ia por Ao iniiiinio iiuiltiplo foiíiiiium de ./,, B^.i\.

ele., podemos, em vez das eoiidieões j)rcecdcnles necessárias ])ara que

i 15 2) seja possível, adeptar a seguinte

;l.*5. c>:si.VL4"'+'fí'^' + 'r-''^'....

I I .J. llceiprocanieiile, verificadas as condíyíkís (l'i4), a congruência

dada será possivcl; i)or quarilo dessas condições resulta a possibilidade do

resolução de cada unia das congruências (14.}); e se «, b, d, ete. forem

i-espectivanienle raizes delias, poder-sc-liào determinar z, z, z'', ele. laes

ipie

,l-~z.\°=b : :.'//=,.' ^- :'r''=...= o;

logo será s raiz commum das congruências (1 i3,, e por conseguinte da

congruência dada.

II í. As condições suílicienles de resolubilidade (li 4) j>odem subsli-

luir-sc i>or uma só (14ã), quando, e só (juando ^,, £^, C^, ctc. forem

respectivamente as máximos divisores commuas entre A, e g^/"
,

uB , r^C"* , ete.; jiois que qualcpier numero r que satisfaz á con-

gruência (145), dando vg.

t^^^lM.í"

ua li\|uillicsc a(li)plaila diíduz-se desta § 00

.•'.= IM.r ^'.

e similliantemente se concluem as outras condições (144).

1 1.'». \ substituição das condições sulllcienfes (1 Í4) |)or uma sii . 14;j)

far-se-lia sempre (piando forem D', D , D", ele. primos entre si; [wr

(|uanl() se ix)desse vg. ser y/, f/, sendo i7>l. o maior divisor eonnnnm

entre A e ;,-/ . como

_=,,i_i>.4" = .i.4 r =1 />.
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<1 dividiria 1) , e [wr consegui iilc o grau j da coiigrucncia d.idu; ditiiiuis

d seria divisor de algum dos números B^, ('
, etc. vg. de B^, e por con

seguinte também de ^B ; mas sendo /)
' o maior divisor commum entre

oB , c j, e tendo estas quantidades o factor commum d, este dividiria

Ú\ isto e. D' , D teriam o divisor counnuin d, contra a liyjwtliesc.

116. A substituição das condições (1 i i) por uma só (155) far-se-lia

também sempre, (piando D' . D'' , D" . etc. forem primos com A; pois cpie

ítMido vg.

o.\'^' = A.D,

c Cy primo com J^. será /1^ o máximo divisor commum entre A, c

?./+'.
117. Assim como reduzimos as condições (144), necessárias para a

possibilidade da congruência dada, a uma S('> (I4.S), podemos também

substituir (jualqucr numero delias, vg. as Ires primeiras, por uma só, isto

e, em vez delias adoptar

(HG) ,>'==. ni.i''-^'//"-^''''',

sendo A' o niiniino múltiplo coiminini de J , B^, C.

Pelo (lue diz respeito ás condições suílicientes de possibilidade da

congruência dada, a condição (li6) equivalerá ás três primeiras, (|uando

c S(') quando lórcm respectivamente y/,, //, . í', os máximos divisores com-

nums entre A' c '^A'' , ^B "'
, ipC''

""
. E cm especial vcrilicar-se-

ha essa equivalência quando forem D', D', D" primos entre si, ou quando

esses números forem jirimos com A

.

1 18. Suppouliamos actualmente que iia congruência dada (142) é vg.

A=2. As condições necessárias para a possibilidade de ( 1 i 2) serão (144).

á excciíção da primeira (que se reduziria a ct^\)\ em vez dessa cumpre

também satisfazer (§ 10!)) a

(147) c= l + ;/.2»í)'M2°.

Para ter agora as condições sulíicicntes para a possibilidade de (1 i2),

Itastará rellcclir ((ue, sendo resolúvel essa congruência, sel-o-liào simulta-

neaniente

118, .r^=rM2°; .r' - rM W^''. . .

;
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c reciprwameiítc se cada um:i destas (õr separadamente resolúvel, será

jxxssivcl (112); i)ois (|iie se lòr a raiz da iiriíiieira destas, e í da segunda,

hustará para ter uma raiz p de (li 2;; delerininar ;, z' , que satisíáçain a

As condições suflicicntes da possibilidade de (112) são pois as de

cada uma das (!ongrueiu'ias (1 ÍH); a [)rimeira delias será possivel veriíi-

cando-se (147); e a segunda será possivel, ([uando tiverem logar as con-

dições indicadas {%% li;5, lli, 115. 116, 117).

1 19. Pelo que demonstrámos (§§ 107, 109, 1 12) é fácil de ver que

para um modulo qualquer N=A B C ..., cm que poderá ser 2 al-

gum dos seus divisores primos, seráo também condições necessárias da

possibilidade de

a'= c.MJV.

suppoiído respectivamente D' , D", D'", ete. os maiores divisores communs

entre s, e «pv/", ç^ , ^C'^, ele. e

r>3fÁ'=J)'I),; ',Br=D'D,,: oC^=D'D,,: etr.

as segiuntcs

(1Í8') r".— lM.t°; -".'sslM//,- <•"••= 1 M 6"''
; etc.

,

c por conseguinte designando A o menor múltiplo commum de D^, D^, D^^,

ele. será condição necessária para a possibilidade da congruência dada

(148") c^=lM^.

As congruências (148) serão as condições suflicientes de ixxssibili-

dade, substituindo-se porém (147) á primeira delias quando A=2. Po-

díamos também á símilbança do que lízemos precedentemente reduzir o

numero das condições sulficientes (148').

120. Como vimos (§ 105) se a congruência

(lift) r^cMN.
1." CLV-^M r. 1. V. I. IG
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('111 (jue IV=j4'£C^. . . , tem uma raiz, terá tantas quantas são as de

(150) x^—l,

0111 (jiie D é o máximo divisor comnuim entre s. c IN.

Sendo pois p unia das raizes de ()4!)), e sendo a resolução completa

dessa congruência dada (§§ 10'). 10(5) por

(149) terá uni numero de raizes (j§ vST) designado jxir

(130') ^.s= D' ///)'"....

se não fòr 2 nenlium dos números yí. B, C. etc.

Porém se vg. j4=^1, leremos

(150")
^

fs= D' D- /)'"...,

unicamente se for Z)'=^l, <>u /)'-=^^°~
; e será

(130'") ;.«==2D'/J''i)'". ...

cm todos os outros ca.sos.

121. Gauss (obra citada § lxiv) demonstrou a condição necessária e

sufficienle de possibilidade do

(ISI) x-~r,

para um modulo primo.

Nr) caso particular de í=2, c para um modulo potencia de um
numero primo A (tacitamente siip|X)sto> 2) achou Lcgciulre (obra citada

T. I, pag. 2.51) uma formula (|ue dá sempre uma raiz de (151), conhe-

cido um numero que lhe satisfaz para o modulo A; e por conseguinte

demonstra, nessas hypothestís, que (151) é resolúvel para o modulo A"^,

quando o íõr para o modulo A; ora para que esta ultima cireumstancia

se verifique deve ser pela condição de Gauss

j— 1

=2lM^,
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o que combina com a nossa coiidi<;uo geral (13G,, poLs no caso presente é

D==-2; .1=2; a'=0: .4=:i=Í.

Lcgendre considera depois (pag. 2õ3) que a congruência (151) se

refere ao modulo 2", e tendo separado os ca.sos em <]ue c é par, ou //<^2,

aclia nos outros casos, por uma nimieraoào algum lanto minuciosa, uma
condição de resolubilidade, ([ue reduz a

f=t-,-,y.8.

(]ue coincide inteiramente com a uo.ssa íbrmula geral (139) applicada ás

prescnles liyjjolbescs.

Para completar o exame da possibilidade da congruência

&uj)pòe Lcgendre geralmente o modulo N=^A B C^ . . . primo com c,

c aclia (|ue e necessário verificar-se a possibilidade dessa congruência para

os módulos A°, B , C* , etc. Ullimamcnte considera o caso de não ser

N primo com c, e.xpõe o modo de passar por outra congruência em que

Ovsa circumstancia se iiào verilupie, ou de reconliecer a impossibilidade

da congruência proposta pela natureza do divisor commum que houver

entre c, c N.

As condições de possibilidade das congrucnci.is binomias tinham pois

sido achados unicamente para cíisos particulares.

A determinação do numero de raizes de (lõl) para um grau (pial-

cjuer, c para um modo múltiplo (á excepção do caso particular tratado

por Lcgendre. a (|ue acima allndimos, c do caso discutido por Gauss, em
(jue r=\ sendo o modulo potencia de um luuncro primo) também não

nos consta que até agora tivesse sido publicada, posto que fosse bem fácil

achar esse numero pelo exame attento do processo de resolução de Lc-

gendre (t. II, pag. 21 .

122. A congruência

(132) x'= í,

para tmi modulo qualquer N, c em (pie s não e divisor de •iTV. uma vez

que seja resolúvel, prkle sempre substiluir-se por outra relativa ao mes-

mo modulo, e rujo grau seja o máximo divisor commum D entre s, e hiN,

I O .
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para o cjuc bastará ejevar (152) a uma |)otcncia conveniente t. Com eíTeilo.

cm

podemos determinar t de modo que

^ ' Dl)
jwis - —— sao prmios entre si. buppondo em consecjuencia, por simpli-

cidade, que na equação precedente se tomam, como é possível, t, u posi-

tivos, e t= <Z^-^', a penúltima con;^rucncia rcduz-se a

(154, a "==€.

isto é, rcconhece-se que twlas as raizes de (152) satisfazem a (154): e

como ambas cilas tem o mesmo numero de raizes (§ 114), conclue-sc

reciprocamente, que todas as raizes de (154) satisfazem a (152).

Também podíamos de (154) passar para (152) elevando a primeira

á potencia -, pois que acharíamos, cm virtude de (153),

(155) .r- = c*= f'+''*;

ora sendo possível (154) será (§ 119) condição nec-essaria para isso,

c^= lMiV;

porem tendo D,, Z)„, Z),„, ele. a significação indicida neste paragrapho.

como e A divisor de

Djyn... *>

tff
^ ciivisor ae

conseguinte deduz-se da congruência precedente

c sendo (§ 90) D divisor de D D" D". .

.

, será A divisor de — , e por

i .V

/" — I
"
" -

1
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o que rediii (1&5) á congruoiicia (l;i(l;i

A subsliliiiçào da congruência (152) por (154) que é a generaiisa-

ção da transformação conliecida para quando c= í, pois que então

x'^i, equivale a ar " 5= 1

,

cm que D é o máximo divisor commum entre s, e ^7\', ou. como pro-

vámos, entre s, e òA', nào tinha até agora sido feita senão para o caso

de ser o modulo primo, |x)r(iuc depende de uni dos dois principios que

empregámos, o conhecimento do niunero de raizes de (152;, ou das suas

condições de jxjssibilidade.

123. Quando em (152) for s primo com ó TV essa congruência será

scnqirc possivel, e pelo que se viu no paragrapho antecedente teremos

immediatamente o valor único de x, que lhe satisfaz; por quanto fazendo

então

<í=1h-«sA',

dcduz-.se de (152)
/• i-i-tét/r /

isto é,

,44.v- I

r*

reciprocamente desta coiidue-MC

»__ .»**'^,_.

Neste caso pois. achar o valor único de ^^c equivale a elevar c a

uma potencia determinada i. isto é. .será

(13<5) l/c =-*'= €'**''-'.

124. Sc for proposta a congruência
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que se siipjxie ikxssívcI, c cm que D é o máximo divisor commum enirc

àJV, o sD; todas as suas raizcs são todos os números que satisfazem a

isto é. a

n

ora designando por l^D o nuniero de valores de y/c (([ue e também o mi-
D

mero de valores de /l) não se segue em geral, que no segundo membro

de (157') devam tomar-se todas esses valores, porque não se demonstra,

que para todos ellcs seja possivel
\/ \/c. Eflectivamente, como adiante se

reconhecerá com facilidade, não se deverão adoptar todos esses valores,

senão quando fc)r s primo com iN.

Admitlindo por em quanto esta hjpothese, deve forçosamente dar-se

ao segundo membro de (1 •">"') todos os 'IZ) valores que lhe competem,

}iorque como a cada um delles corresponde (§ 123) um só valor de .v

D

em (15"). se nesta congruência y/c devesse ter menos de i{/D valores,

(157) teria menos de (J.Z) raizes, o que não é verdade.
D D

Suppondo ix)is ainda s primo com ò lY, e designando por y' c, \/ c,

D D
li

y/ c, ctc. os diversos valores de \/c, todas as raizes de (157) serão todos

os valores de x, que satisfazem a alguma das seguintes congruências

n D D

3f^\/t; x'^\/r.: x'i^\'r; etr.

os (|naes serão dados p>r

, n . n . r>

138] x= s/y\c: j-=f5vV/-- T=^\/y'j-; iMc.

Por ser s primo com iN, estas congruências rcduzem-se em vir-

tude da formula (10(5) a

(159)

,D / n ' .D / n ' .n / n .'

\/ r^\ v r) : .r ES \/ <• r:^ I
i

' r ) ; ,r t==. i/ r ss i , ' r ) . .-Ic
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ík>mo (157) tem ifZ) raizcs, é íòrcoso que os i]/Z) valores (159) se-

juin tudus iiicoiignius. Demais o numero t que ciitra cm (159) satisfa-

zendo a

(160) ,i=l-{-uiS=\-r I)u~ .

C(|uivali' a mil \ali)r l que satisfaz a (153), que no caso actual se muda »'m

(160') .v/J.f=i)-(-«!Í>iV.

i- {Vira que isso aconteça basta suppor, (jue nesta e<|uação s<- substituo u

|x)r uD; logo as raizes (159; Cíjuivalem a

II n n

islo é. teremos geralmente

em ([ue / deve satisfazer á equação (160). e por coiLsogiiinle sirá primo

com iiN.

Sc porem í nào íôr primo com i.V, islo é, se tiver lun divisor coui-

mum a D, não podemos alliançar (jue todos os valores de ^c tornam [kw-

sivel (157') e por conseguinte não podemos considerar (158) como as

formulas de resolução de (157). Mas sem nos embaraçarmos com a es<'í)-

D D D '

lha dos valores / c, ^' c, j,' c, etc, que silo admissiveis, podemos tam-

bém, no caso actual, chegar a uma conclusão an;iioga a (161), para o cnie

basta tomar para t um valor qnal((ner que satisfaça a

(162) >.Dt= I) ;<'iV.

e que seja primo com iN, propriedade cjuc competirá a uma iiiiinidade

<le numeras t, como passaremos a mostrar. Qual(|uer numero t, que sa-

tisfaz a (162) e primo com '
; logo para ter o numero procurado /. t-



I:í MEM01\iAS DA ACAOKMIA IVKAL

suflicícnte exprimir (iiie t é primo com D; t é pois um numero (|ual-

qucr que satisfaça ás duas C(juaçõcs

(162') s

(.xf= uD + 1;

cx)mo a primeira dá, fazendo —-= 7V,

dcvcremas satisfazer a

(163) x (»*'''-
' + «'iV')==yI)-+-l;

o (lue SC consegue n>ui facilmente tomando

ti'= qd"'d'"d'''' . . . ,

sendo q um numero qualquer primo com todos os divisores primos de

D, que dividem s, e d, d', d", etc. todos os divisores primos de D que

não entram em nenhum dos números s, q. N'. Satisfeitas estas condições,

a equação (163) terá uma infinidade de soluções em números inteiros

X, y, pois (jue os coeficientes destas incognilas são primos entre si, o que

se reconhece sem difliculdade, advertindo que todos os divisores primos

de D, são contidos separadamente nos dois lermos

.4:V'
uN'.

|)ois s é primo com A', e não contém nenhum dos divisoras primos de D,

que entram cm u' , c eslc ultimo numero contém lodosos divisores primos

de Z), que não entram em s, ou cm jV': logo (|ual(|ucr divisor primo de

D dividirá só um dos dois termos precedentes, e por conseguinte serão

primos entre si

D. e .s*''"-'h-.í'A-'.

Determinando pois / com as condições indicadas, demonstra removi
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actnalinente. (|tic lodu.s as raízes da coiigniciicia dada sào não somente,

salisCazeiuIo e á primoir;i <ias (Miiiaçòes (162',', os <^D números

í> i> i>

cnmo provámos gcrahiiciile
,^;§ 118) mas taiiilinn, se / salisllwr igiial-

menlc .1 segunda das equações (162),

'D \l /D

para o que se deve verificar que (|ual(iucr destes números li raiz da con-

{rniencia dada

a-"= c

e <|ue todos eilcs sào incongruos. A primeira proposição é mui fácil de

demonstrar, pois (jue lazondo vg. a subslifuieào do |)rimciro termo da

serie antecedente aclianios

/ /) y.ll ,11 s O -)- „ 4 .Y , n/) y. II
I

l> s^ O -)- ,/ 4 .Y / D \ D

A verdade da segunda propt)sição reduz-sc á imixtssibiiidade vg. da

( (ingriieneia seguinte

impossibilidade que se estabelece por um modo inteiramente análogo ao

(|ne nos serviu para demonstrar a nossa formula (74'); pois que sendo

(pialquer dos números / <•. ^/ c primo com o modido A', fazendo

/>

_V ,.M.Y

acharinmos pela substituição na congruência precedente

5'= 1,

I .' ciAs^r, T. 1. r. I. 1 7
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(loiítle por ser / primo roíii i X. jiois (|iic ((l()2')1 ò. l primo coin — , c

com D\ DD
a= 1; e logo s/^c~\/^€,

o (|iie e loiítia a iiypotlit-sf.

Podemos pois tambcm no caso de nos ser dada a congruência

x-^— c.

om que s nào é primo com ÍjN, islo e, lem iim divisor comn\nm com
D, estabelecer as congruências (101), unia vez ([ue t st^a determinado
com as condições indicadas.

125. Os tlieoremas que precedentemente demonstrámos conduzir-nos-

lião a estabelecer os principios cm que se deve fundar o calculo dos ra-

dicaes modulares múltiplos, (luaUjucr dos (juacs vg. ^/í• apresenta (jual-

quer das raizes da congruência, cpic sup|»mos jxjssivel,

(16i) a-'= fMiV.

cm que j. e N sào (|uaes(|uer números. Esses princii)ios, como se verá,

lem bastante analogia com os que regulam o calculo dos radicacs algé-

bricos nniltiplos, sendo porem indispensáveis, [lara os radicaes modulares,

certas attenções especiaes, de que faremos uma -desenvolvida exposição.

lí?() Em primeiro logar convirá recordar, que o numero de valores

de \/c, é o numero de raiz<\s da congruência

em <|ue D é ainda o máximo divisor commum entre s c ó;V. Conti-

nuando a designar |>or ], o numero de raizes de (164), ou do radical \/c,

teremos

j, '=
'f
D.

127. Não sendo c^\, não será 1 ncnbum dos valores de ^/í•, pois

(|ue p 1 raiz de

.r'-1.
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1 28. Sendo possíveis ^/c, yc', será pwssivel ^cc', para o que basta

que veriliqiiemos a existência de um valor do ultimo radical; ora desi-

gnando por \/ c, ^ c' valores particulares dos dois primeiros radicaes, c

liiiendo

teremos

xl^c; jj/isc'; {x^x^^)'^cc , donde a;, a;,,
== y/e c'.

i I I

Logo da possibilidade das raizes modulares \Jc , y/c , y'c , ctr.

seguir-se-lia a possibilidade das seguintes

\/r,c.,c^. ... yr,", y,"c.;c.^..., etc

129. Sendo possiveis y/c, yc' set-o-ha ,v/— , designando por — qual-

quer dos valores da fracção modular —— ; jwr quanto com as hypotheses

do paragrapho precedente, empregando ainda a notação das fracçííes mo-

dulares, teremos (§ i, 8.°), advertindo que jr„, c' são primos com o mo-

dulo N,

i *

130. Da possibilidade de yjc, e de /c', concluir-se-ha pois (§§ 128,

129) a de J~
1-51. Sendo possível /c, c suppondo s= ^s,, será também possível

sciiiprc y/c, pois de

x^^y/f, dediiz-sc x/^c^(jp/'), c x'-^^c.

132. Reciprocamente não podemos concluir da possibilidade de /c

17 .
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a lie ^ f, i|iie ilepciuli' tlc sur. resolúvel a ediígiucueia x'ss^c; nem tão

|X)ueo podemos concluir a possibilidade de ^/ y/c para qualquer dos valores

de y'c. pois que alguns delles poderão tornar iuijwssivel

.» '' z^. y'c.

133. Expostas estas noções preliminares, carecemos antes de passar

a diante determinar os casos em qne sendo

.s

teremos

(10."5)
'f
•'=}*, -<]'*» Xf", ....

Suppúiido ainda ([iic a caraetcristica j* é referida ao modulo mais geral

N=A B C ... , vejamos em primeiro logar quando a equação prece-

dente se verifica em relação ao modulo A". Designando nesse caso por j/^

a caraetcristica correspondente, deverá ser

;i6(5 h\X!^,\^'^.hía

Vè-se immediatamenlc (jue esia eipiaçào é verdadeira

:

1." Quando não entra em r nenlium dos factores primos de oy/';

então

^.^=^^^=^^\= •• = ^•

2." Quando qualquer/" dos factores primos <lc o A' não entra em
dois, ou mais dos factores j, , í, . ••'s

. í"le.

Resta pois discutir os casos em que /e divisor de mais de um dos

números j, , j„ , jj , ctr.

.Supponliamos primeiro x/> 2. Sendo /'', /' as mais altas jxílcncias

de y, que dividem respectivamente "^A". e s. teremos a considerar os

dois casos

:
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Na ])riincira hvpollicse, sendo /"'', /"''. olc. as mais alias |)ntcncias

(Icy, (iiic (lividrin rcs|M'('livaiii('nlr j,. j„, ctc. , scr;i

/''•/'-/'

a mais alta ]M)(oijcia tl»\/, (|iie divide o segundo membro de (166), e

ontro tanio acontece ao primeiro memhro. Logo (IfiG, sidjsistirá se para
lodos os (actores primos commnns a oA", e s, tiver logar a primeira das

duas condições (1G7;.

.\a segunda liypolliese seja ;/ o numero de (actores j, , jj , j, , ctc.

em que entram potencias dey ignaes ou sujieriores a /''; e rerircsente /»';

o prodncto das mais altas potencia dey, (pie entram nos outros laetonss

X, , j.j, ete.. seráy"'' + '' a mais alta potencia divisora do segundo membro
de (1 66 ; logo essa potencia e o prodncto da cpie divide o primeiro membro
multiplicada pory'"~''''+'',- esla expressão, como é fácil de reconhecer.

tem a mesma signifn'açào quando w=0, advertindo (pie então ff,^(7.
Por conse(piencia se foremy y', ctc. todos os íactoies primos cotn-

mims a <py/°, e s, que entram em mais do um dos mnneros f
i , íj , í, ,

ete., e que satisfazem á iregunda condição (167) em vez de ^166 de-

vemos escrever sreralmente

Snp])onhamos agora ^=2; será 0^/'= 2°""'. Também, como no
caso precedente (166), .subsistirá se nenhum dos factores j, , j, , ete.,

ou um só tielies (õr divisível |ior 2. No caso contrario o máximo divisor

commum enlre c^^". e s terá uma das seguintes Coimas, sendo 7 >• I
•

3r'=>0.

(i()9) 2°~^,- a""' ;
2° *"^.

Adoptando a [)rimeira delias, e sendo 2', 2*, 2' as potencias que
dividem respectivamente n dos factores j, . f j , j-j . et<'. , teremos

Uigo .será

((70) 2-
•;!.,,= ;^, 5. >-,.,-i, ......

-q 4- „ •
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Adoptando a segunda fornia, c sendo ainda w o numero dos fa-

ctores s,, f2 , jj, etc. , divisíveis por 2, teremos

fV
*= 2° ~

' ; h *i X '^^ 5, X .^.3 . .
.

=2" -
'

+
".

c por conseguinte

(171) ^'h'= h',xh-'ixh':----

Finalmente adoptando a terceira forma, c sendo n o numero dos

factores í, , íj , í., , etc. , em que entram potencia de 2 iguaes ou sujk;-

riores a
2°'"

,
2'' o producto das n' jwtencias de 2 divisoras dos outros

números s,, í,, etc. será

c por tanto

(172) 2 -"<-"-'+"' ^^s^.j-f.x^lí^X,;-..,....

formula ([uc comprelicndc o caso de sor «= 0, devendo então ser"

Resumindo a discussão precedente, vê-se ([uc a formula (166) só

deixará de ter logar

1.° Quando para ^>2 liouvcr um factor primoy de 9^-/", que

divida mais de um dos números s,, s„, s-, etc., com tanto porém que

a mais alta potencia dcy, (jue divide s seja superior á que divide oÀ°.

2.° Quando para .Y==2, forem pares dois, ou mais dos factores

s, , jj , J3 . etc.

134. Podemos em relação a B , C^, estalxjleccr equações análogas a

(168), isto é, teremos

>"'^C>'= -Í'c-'.X'>cS---
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ímiltiplioiíndo ordcnadainentc ostns ajuarõrs. e advoílindo ((iir cin pnnl

IS^ 102)

acharemos

,173) .../'"/•'/••fv= |.s,x..i.,.^:><;5, ....

que no.s |>r()va í\uv o .segundo moiiibro d&sta C(nia<;ào é sempre tlivisivel

por ip í-

Por oonscgiiinte a C(Hiação (165) terá logai' sempre (|iie

coHditões ([ue envolvem a não existência dos easos de exclusão (§ 133,

I.", 2.") em relação a cada um dos numeros 9^°, '^B , .C^, etc.

1 35. Ora \g. relativamente a ^
./í" a condição de exclusão (§ 133, 1 .")

c(|uivale a que não sendo í,, Jo, Jj, etc. primos entre si, não haja en-

tre — , e D' (máximo divisor commum de s, c <f^) um divisor primo,

que divida dois das factores s,, s^. s^. clr. o como similhantemenle .se

dirá a respeito de — . c D", etc. reconheceremos íinalmcnle (luc (fi I
5

'

'

D'
'

terá loggr unicamente:

1." Se j,, Sj,, jj , ele. lorem primos entre si.

3." Se, sendo impares À, B. C, etc, e não se dando a condição

iireccdente, forem — , — , — , ele. respectivamente prinios com D\

D'', D'", etc. ou siniplestnente primos com estes em relação aos divi.sores

<|ue entram em mais de um dos factores s,. s^ , s-, etc.

3.° Sc, sendo vg. ,-/=2, além da condição precedente não ff)r [>ar

mais de um dos numeras í,, j„, Jj , etc,

136. Também se conhece facilmente (|ne a existência da equação

16.S) exige f|ue se vcrilitpie umn equação análoga em relação a (|ual(|ucr

nimiero dos factores .r,. s.^. .t.. etc. isto e, vg.
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pois <|uc se fosse nnccssiirin |);n'a tornar verdadeira esta e(|iia('ào niiilli-

jiliear o seguiulo iiieiiibro por /'',>•!, (IG.")) sótiíeiile seria verdadeira

imiltiplicando pelo menos por F^ o sou primeiro membro.

i;i7. Quando nos fòr dada a expressão

(174i i \ \
...'.

cpie suppoinos possível, deve enlender-se (|ue em cada uma dus extrae-

çòes \' se deve adoptar (iual(juer dos .^j^ valores, que lhe correspondem.

Kessas hyjwthescs a expressão dada terá um numero de valores designado

por

as ({uaes serão lodos incongruos; por quanto suppondo que até inclusiva-

mente á extracção \/ se obtiveram valores incongruos, isto é, que

tem

valores distinctos representados por

' ' clr

scrào também distinctos todos os

valores

• »„ _ 1 », _ 1 s. - 1

\/p..v/p,.V'p,.et...

para o que basta provar, que um tios valores destes radicaes nào pôde

ser côngruo com um valor de outro; com eíleito de

v/.^\/.,.
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conclui r-sc-liia (ichi elevarão ;i [Kitciicia j„_i

P =0 , t

o t|iie e cuiitra a liy|H)ili&sc

I .'JS. Suppondo ainclii

o radical modular y'c poderá ser represonlado por

' *i <;

f.(174') V^/»/...

unicamente quando se verificar a condição (165); jwr quanto suppondo

possível a expressão precedente, e por conseguinte possíveis todos os va-

lores correspondentes ás extracções successivas, como (174') elevada suc-

cessivamente ás [lotencias s,, s.^, Jj , etc. , isto é, á potencia s, produz c,

todos os valores de (174') serão valores de \/c; logo (174') daria (§ 137)

s

valores incongruos de yc, e por conseguinte esse numero não pôde ser

maior que i]/í, numero de todos as valores de \/c, isto é, verificar-se-lia

(165).

Reciprocamente da possibilidade de j/c, e da existência da condi

cão (165) conclue-sc a jK^ssibilidade de (174'); pois da congruência

j ^- <, 0'i .r ' '
' í^c.

por ser íjÇ I ](>

:.,= .;, ,,_:-<f<, ',....'._,.

conclue-se que

1 ." C.I.ASSV. 1. I. I> 1. 18
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deve ler -íí, , valores paru (|iir

ir

[xissa ter '^.f valores. Siiiiilhaiileineiile se deiiuitislra (|iie

..•''-••••-'_s\/\/f.

(Ie\e lei

valores, c assim \x}V diante até demonstrarinos ((ue {\' i) deve ter ix

valores, isto é, os eorrcs])ondentes a todas as extracções sucessivas, (|uc

]K)r eonsegiiinte serão todas possíveis.

s

A siibstituieào de iim radieal simples /c por um radieal coni|iosto

(174') deve pois semj)re ser sujeita á condição (IG.')\

1 39. INào só é indiflercnte a ordem das extracções successivas (1 74'),

mas tainLem decompondo s em outros laclores í'|, ,f j, s'-. ele. de modo
(|ue seja

.1, íj í; 5 , S , í .,

V^V^t '•••'= V V \
<,

isto é, cada um dos 'Is valores do |irimeiro membro eorresj^nderá a mu
valor do segundo.

140. Sendo s—- s,s,i. e .r, primo com iA\ será i^-fi^^^l. c o maior

divisor communi entre s. e i.V, sendo o uiesmo f|uc entre este ullimo

numero e s.^ , teremos .S(MU[irc

s s, s

141. Nas livpdllies^s dn .^ precedente, depois de «.lilldos <is ís^ va
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lorcs de \U', |);ira clTcitnar a oxtraccào [/. isto e. para adiar os \alorcs

fio .<• cm

entondendo-sc que o segundo membro pôde ter todos os is.j valores

correspondentes) deveremos (§§ 123. r?í' tomar iim valor (|iial(|ii''r <

dado por

e será

isto é, a extracfào [/ correspondente a ([ualquer íaclor s, primo com

é>A' c(|uivale á elevaeào da potencia l de todos os valores obtidos pelas

».

extracções antecedentes, ou tainbcm é dada pela extracção \/ de c'.

I Í2. Sc Icita a decomposição

sujeita á condição (lOã) houver entre os factores s,, s.^, s-, etc. alguns

divisiveis (lor números primos com iN. (165) subsistirá ainda (§ 140)

separando em factores ílistinctos esses números; jtodemos )>ois supjior

sendo í,. jj , s„, ... ])rimos com r.N, e para ter y c, de[x)is de obtidos

lodos os valores v^- acliar-se-ba successivãmente (§§ 123, l2i)

\ l
r= [y r) = VV ; ^/ y/ y'r = y (v/f) = (i r) = i/ /r'= y/c" ;

y/v/»/... yr==(vV) = v'c •:

18 .
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sondo /. / .
/

', (lo. (lados \wv1*5
e |X)r conseguinte

íí í ... = !/,.S-,.V,..,;

«oiiio se ver:a <i pno/i.

143. Sendo s=^s D, e Z) o maior divisor conimum entre s e iiN,

teremos (§ 124) também para s' nào primo eom íN, isto é, com D,

I <-=v v/'= v'= (v fv).(175) ,

indicando ^ c os valores de \/c, (jue nào tornam impossivel a extracção
t

y/, e e sendo / dado por

011

f==»'* í~ 'mí.V,

adv(;rtindo <iue a ulliina equação (175) para ser verdadeira, deve ser /

primo com ijV. o qui- se obtém da maneira indicada (§ 124).

Se fòr s=s"s'D. teremos igualmente para s" não primos com D.

y/ ,/,c= v' v/>'= v'c"'= (v/'r'} = ( y'c) ,

s x" t'n »" íj D

*cndo também t' sujeito a condições análogas ás indicadas.

E geralmente para

J! == S S S ... J),ias

sendo alguns dos factori's s,. .fj , .fj . ele. ou todos elles não primos com

D.

{na) s< = \c
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iletonninando-se t, t', t" , ctc. siinilliantemcnte ao que temos indicado, e

verilicando-sc a ultima e<iuação unicamente quando t, t', t" , etc. forem

primo.s com i.N, isto é, com D.

A formula (I7G) obler-se-hia immediataraeutc pelo que dissemos

no principio deste §, fazendo

c determinando T jicia congruência

(1771 7-=(.í,.í,.»,.. )** ~'Mí.V.

rjiie daria

( c= »'V=(|/c) ,

verificando-se a ultima equação unicamente ({uando fôr T [irimo com
i-N, i.sto é, com D.

O valor T dado por (177) visivelmente é o producto dos valores

t, t', t', etc. acima empregados, e que são obtidos por congruências aná-

logas a (177), em que successivãmente se substitue j, .fj Jj . . . |Kir í, . íj ,

íj . etc.

I4i. A elevação dos radicaes modulares a potencias quacsijucr intei-

ras requer certas attenções particulares.

Km primeiro logar é evidente que

(178) Qc)'==f: Qc)"'= /.

Sc fòr

17») i,ss'= isX,Çí'.

.SClii
'

(180) (v^H =(v'v.-) =vc

.Na mesma liypntliosc teremos

:,8i (;),)•••=(;;,)•••= Ce)'"
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Deixando [uirtMu de existir u coudicào (179), iiào serão lieilas íis

redueeões (180, 181), isto é. cm vez delias teremos, eomo e liicil di-

reconliecer.

(Icsignaiido \ c (|ualquer dos xaluros de yc. ([iiC iiào loriia iiiiiiossivel

«' j

\ V'c.

li 5. Se s, s' lorem iirimus entre si, ou mais geralmente se o má-

ximo divisor rominnin s'' entre e.sses numeres fòr |)rimo eom -'jTV, isto

é. se tivermos ^s"=^\. será

182) QcY^y/

Em primeiro logar demonslra-se facilmente, ([ik! cada um dos va-

lores do primeiro memhro e dado por um dos valores do segundo, por

quanto qual(|uer daquelles valores satisfaz a congruência

a'-/ MA-,

a qual |ior conseguinte e possível, como também se vê do {% 128); e

todas as raizcs d"esta são dadas pelo segundo membro de (I82j.

Em segundo logar, como o segundo membro de (182) tem ,^s va-

lores distinctos, a demonstrarão dessa loruuila reduz-se agora a ])rovar

(]ue os is valores do [)rimciro memijro são todos incongruos jiara o mo-

dulo lY. Ora se fosse, v"-.

18--Í) (l/,c)*^(i/,c)'.

como \ ,c, V .f são primos com VV. ixuiemos achar

;18», .^^^l^.o..^^'\

o que Miuda í S.°> em

mas de (I8í) deduz-se

s''=l:

J'£-^1,
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o coino X. f SI) |iii(l('iii ler o mnior divisor <'r>niniiini > . ([lU' dá Ir" — I,

tcriainos

(' |i()i' oonsogiiinle

i'=l. 3=1,

\ I
'-=»,'

cimtra a liy|)othcsf.

Se não fosse ^s"=l, a lornnila (182; deixaria de ser verdadeira,

pois que o segundo membro leria ^í valores dillerentcs. ao passo (pie os

Is valores do primeiro membro não seriam incongruos. Com efleilo. a

cong-rneiieia :
183^ subsistiria, tomando

' &

»" >

o cpie sempre e possível, [X)is todos os valores \/í são valores v' I ; e |Kir

< > »

isso y/iC, v/.^r seriam dois valores ineongruos de \/c, uma vez que se
«"

adoptasse um valor de v^l diflerente de I.

1 }(). A mnlliplicacào dç radicaes modulares do mesmo grau e dada

]M'la li)rmida

s s s

C-iiin cllrilo (pialijiier valor

5 <

lio prinicirii membro satisfaz :i eougrucniiu

a f|ual |ior conseguinte é possivcl, como também se via (§ l28,; e como
Iodas as is raizes desta são dadas pelo segundo membro de (18ô\ a exa-

ctidão (lesta fiiriinda demnnstra-se uma vez que se reconheça, «pie o seu
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|ii-iiiicii°(i iiiciubro não tem menos de ^j valores; ora edectivamciite os

yf nunicros inoongniostas t

s

multiplicados vg. por \/„c^ dão -|j- produetos incongriios.

Se c,= c.= c não podemos fazer geralmente

pois que os valores do primeiro membro são dados pela serie

s t s

p os do segundo mend)ro jxíla serie

(v,'-) . (v af) . (l'j'7 .
'-•tc.

Se |X)rém s for inipar. e só neste caso teremos '§ I ir>)

t t ' /•» ^2

Uma retlexão análoga se deve fazer em relação aas rad ienes algé-

bricos mtiltiplos.

1 i7. De (185) conclue-.s(;

st»
186) ^'c.x^'c,x^/CJ... = vc,sí•,...

Se c, = c,j =fj . . . =c,'a formula precedente dá, sendo « o nu-

mero dos factores

t I > j

v'cXvcXv'c-- = v/e".

e somente (§ 145) (juando o máximo divisor commum i/ entre s, e n

der ij/</=l, iKxleremos escrever

» » « '
' \"
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1 ÍS. ds valoics íl(» \ii v< \ 'i í^fMulo (lados prla sitÍ("

» ã X s s s

v'.'--,<\',>o, V„c,í<v/„f,,, \„<-,^\\>-r.'
'•'••

isto •'. sendo
Jl « s

s(^ tivcniiíis mn valor a dc v^^i» i*^*^ ^S **>*' í"r ('i^^^i'- leremos

S » S X s

I í'). O (lUocioiíU' (los dois radicaes do mesmo pwu é fhido (icl.i

(oriiiiil;i

(18S) ^ = ^^,

cm (iiie o primeiro niemliro representa (iual(|iicr dos v<ilon's do .r dados

pela (dng;riu;ncia

s s

(• sondo no segniido membro — ([iialquer dos valores r dados por

A verdade da formula (188) reconhece-se advertindo, que i|ualqner

valor do primeiro mcmhro satisfaz á congrueneia

a qual por eonsogiiinlc e |iossivel. como também se conclui' do "J^J 129 :

r como esse membro lem jx-lo menos Is valores t—' que e o numero

I
.' ei-ASSE T. I. P. I. 1 1)
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de raizcs ila uUiiiia congruência, scguc-se que lodos os valores do pri-

meiro membro de (188) são dados por todas as raizcs da ultima coii-

grucncia, islo e, são n^prcscntados (x-la expressão i/li

150. Indaguemos quando dois radicaes modulares /c, iV terão o

mesmo numero de valores, o que equivale a haver igual numero de

raizes nas congruências correspoiídcnlcs.

A pro[)riedade supiiosta

^189) •i---= i«'.

nmda-se, chamando D, D' os máximos divisoras communs entre s, e i A',

I- entre s', e iA', em

(190) |i)=iD'.

Desta equação coneluir-se-ha necessariamente a igualdade de D, e D'.

1'orque, em primeiro logar suppondo J, B, C, etc. impares, qualquer

divisor primo vg. de D divide J^D, c reciprocamente (;^ 106j; c por

isso D, D' devem ter os mesmos divisores primos; sup]i()nhanios (pic são

/', y, y", etc esses factores primos conmums; a Cíiuaçào precedente

e(jui\a!e (§ 135) a

(191) •i/-- X'}r"X'i/-''...='^r'X'!'/""'x ;/"'••;

e como em I//'", if", etc. só entram respectivamente /!/, etc., dc(191)

concluir-se-ha

(192) if^if': .if" = .<,[' '; .ifr^ifV. ,.i,.

r.stejam dispostas por ordem decrescente as máximas puliMicias

r. r. r". '^'-

respectivamente divisoras de

-..1°, v//. j:\ etf
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.scr;í vg. paia a primeira das equarõcs (192)

c^r = ^J'>^'^af°'X ^cf- • =rr'r

i-nicndciulo-sc (pie nos expoentes amijiguos dos últimos membros deslas

i>(|iiaçõos devo adoptar-sc o iiiitiiero superior (punido não e maior, ((ue o

iiilerior, e adoptar-sc-lia este no caso contrario.

Sii|nxinlianios por um momento, que apczar de verificada a pri-

meira das ct|iiaçõi\s (II)?; é /'">/'"', ou ff^ > ?«'; como é sempre

}/i= <Zt/, c \v.>r conseguinte ni<^u, infere-se destas condições

f=r>r'=f-

Proseguindo nos fiiclorcs seguintes ay"",/'", reconhcce-sc ipie cm
ipianto não for indispensável na equação superior adoptar o numero in-

ÍÍM'i()r do expoente andjigno, isto é, em quanto /«= <«/,. .será na linha

inierior in<iu , c os laclores superiores/'" serão maiores <[ue os infe-

lion^s /"'. E logo que na linha superior tivermos wi>« , será na linha

inlciior w'=<Cw, : na ]ii'iiii('ira liypolhcse

e na segunda

/••=/"'=/"'.

/•=/"•>/-'=/•

Logo linalmenle nos últimos membros de (193} os factores do mem-
bro superior são iguaes, ou maiores que os da linha inferior, sendo sem-

pre o j)rimeiro dos superiores maior, (pie o prin:ciro dos inferiores: sc-

gue-se jwis que para

»i>n)', ú •i/'">i/-';

e como a segunda desigualdade não se verilica ((1!)2)), também nâ"

existe a primeira. Apjilicando a mesma demonstração a todos os outros

1!» •
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laftorcs. adiar sc-lia |K)r laiilo

I' jKjr conscguinle

/•/'-/"f... = D=r7'"7"''... = /r.

Snpponhamos ai^ora (|uo é vg. .4=2. A maneira como de D sp

lunua i^/> nos indicará, ([iie esses dois números sào sinuiltaneameiíle

pares, ou impares; e também se reconhecerá, como no caso precedente,

qiie qual(|iier outro factor primo de D sel-o-lra de S^D, e reciprocamente:

logo D, D' devem ter ainda os mesmos divisores primos, o ((ue nos con-

duz ás C(piaçôes (lUl), e destas a (I92\ Se D, D' forem impares a dc-

monstraçào do caso precedente, é applicavel actualmente, pois não lia a

considerar a hvpotlicse de ser

•^r=2/-»".

Se/==2. MTào impares y, /", etc. , e teremos, pelo que (ica de-

monstrado,

yn) /•'"=/'"; /•"í= /'V; ett.

Suppondo então cm (103) u', ti', etc. dispostos em ordem dccres-.

cente de grandeza, aquellas equações subsistirão duplicando em alguns

casos um dos últimos membros, ou ambos elles: c, considerando os facto-

res do membro superior, e do inferior seguintes aos primeiros, se «/ T- ///

,

e m^=<iu. ])ro\ aremos como precedentemente ([uc

105) /•7"-...>/" /"'...:

e se /// > «', concluiremos jiclos mesmos principios

ui ni m' m'

,I93'J
/•"7-"...= >/••/•"•...

I'ara compararmos agora os primeiros factores •^^J", x^J" ^ sup|)o-

remos primeiro ?/= o. Será m= <iu, verificar-se-ha (I9.S'. e teremos
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Schd') porem

M> O, C wi=> u= ;e— 1

NCT.I m=<^u', veri(ioi\r-se-liii i'19õ), c loreinos

l*'iii;ilinoiite sendo

« >> O, e H» <; »/= X — I ,

scrú in^=u, vi!rilic;ii'-se-lia (IDó;, i; como sf sii|)|)ôu i/i, v m' >0. (iTe-

mos

A ulliiiiii desigualdade terá pois logar cm todos os casos, sempre

(|iie se snpiiozor ;«>/«'; e como a dila desigualdade não e pci-niitlida

((I92i), eoncUie-se (pie suo inadmissíveis as desigualdades

(«Xm', )i>-<!>i', ele.

e será necessariamente sempre

/--/'"/'>...=/•" /'"/''•
o;i /J=/>'.

t t'

t
.')

I . i*ara que dois radicacs ^c, sjc sejam e(pii\aieuU's c nccessaiio

cm primeiro logar, <]ue tenham o mesmo numei^o de valores, isto (, i|uc

o máximo divisor eomnunn D entre s e íN. seja oincsmo ipie cnti'c

f' e óyA'. Kessa iiypothese determinando os valores de i. t,' . ipic satislazcui

ás e(piações

r.s{=D4-«óA';
196)

\

será

e como de

t
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SC (l(}(Jll/.

,197 c'^c''

("sUi congriionci;! o a ('(nuií^ào i|.f ==1^', serão ;is coiuliçòcs iiorcssarias. c

.sulliiMíMiles i)ara a ('(iiiivahMícia dos raclicaes dados.

Em viiliide de 'Ií)f)) pôde subslitiiir-sc (107) por

|.">'J. I'ara i|iic os radicaes niudularcs

s s' s"

\/c, y'f' \'c", ctc.

sií [lossani subslituii' |ior outros eíjuivaleiUcs, referidos todos ao iiirsiiio

grau, é necessário <• sulliriciitc ((iic

dclcniiinaiido pois nessa liypolliese os iiunicros /. l' (". etc. ([iic sal islã

7.CII1 ás ((|iia('rj('s

l' s =1) ->r n àN:

os radiraos dados [Kjderão ser snl)Sliliiidos |K)r

n i> n

s n

\'.t'ò. Procuremos agora quando os radicars \/c, yc iidiIcíh ler calo-

res communs, e, na dita liypollicse, delcrminomos tsses valores.

Supponliamos primeiro que os radieaos dados tem um valor com-

muiii o; será

t t j'
^

í'
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7

logo todos os valores coinimnis .serão dados pelas equivalências prccedeiílcs

tomando ncllas os valores coniniuns de ^{, \/i, i.sto é, suppondo il o má-

ximo divisor commnm entre s, s será .^c/ o numero de valores commiins

(Icxs radicaes dados, ou de outro modo o numero de raizcs commuas .ii

congruências

(199) a*= r. /=<•'.

A condiruo necessária para (|ne os dois radicaes dados teidiain lil

valores connnuns deduz-se facilmente das congruências precedentes; j)or-

(|uanto elevando a primeira á j)Olcncia -
, c a segunda á potencia - acha-

remos

(•200) ,'*= c'\

condição, que, como depois veremos, e também sulíicicnte para a e.\is-

lencia da(iue!les valores communs.

Havendo esses valores communs e (|uerendo delerniinal-os, Icunare

UKjs dois números positivos u. v que satisfaçam a

:-iOl; ,,» — /»= d,

e(|uaçào possível; dedu7.ii'emi)s de
(

I ÍM)

• " _:= ." . * " _= /."

donde

202)

congruência possivel, na liypotliese de terem raizcs ciiiiimuns as c(iiigruen-

cias (199 . Os valores communs aos radicaes dados serão Iodas as raizcs

da ullinia congruência; com cfli^ito. elevando-a successivamenlc ás |iotcii-
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1'iiis -. ;i( li;iieiii<)s, Pm virtude da coiidicuo '200\ f d;i IiviidiIicsc 'JOI

. <: " e <' «j

—

IIj

I*()diuiiios Milisiiuiir a csla veriCicarão iim raciíXMiiio dircclo mui

simplns |Kira |ir(i\ar a |ir()[)osi('ào indicada. Com cíloito os i]ir/ valores

commims dos radicacs dados devendo salisfazer a (179^ serão esses todas

;is raízes desta, cujo numero e também '^c/.

Reciprocamente satisfeita (200) os radicaes dados lerào ^r/ valores

eommnns dados p(>la congruência (202) porquanto suppondo-se jxjssiveis
/

\ r. y t' sei-o-liào ; jJí 12.'): \/c , vp", e por conseguinte tandicm Kf 'jr.

isto é, (202) terá jíc/ raizes; ora desta iwssibilidade de resolução, da con-

dição (200), c da liypotliese (20 1; deduzem-se (203); logo todas as rai-

zes de (202) satisfazem sinndtaneamenle ás congruências '200).

).'>!. Para conhecermos ([iiando |i(ii!ein lei' raizes eomiiiims ,is con-

griícncias

í - . . .*' - - I

oii cpiando alguns dos valoi'es de \ c jpodem ser fiados |Hir alguns dos

x'

\aloi'es de y '• designaremos |>or D. D' os máximos divisores eoMninms

entre f. O '-y^'. c entre .r'. c íA'', livpolliescs (pie darão i'§ 118

j,•=(>'. 1 l = ( I ;
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e SC (òr il o inuxiiiio divisor cuiiiiiuiiii entre D, e D' , sitíí '200j

4.V

(204) <:*' = 1, 0.1 c''*^"^ ^1.

eoiidicào iu'C('ss;iri;i e siinit-ieiíle para ([ue os radicaes dados tenham va-

lores coiniiiuns. I3(Ueniiiiiaiido jxjjs u de modo que

f2()5 -ííu_íi,.= l,
d li

esses valores eommmis serão dados pelas id raizes de

(206) a;-= ,:"'

D
155. Quando fôr <\d=\, será í/=1, e \ic' terá um valor imme-

diatamcntc determinável, que será uma potencia de d. Reciprocamente
n

se quisermos saher quando \'c' poderá ter um valor

como desta congrucncia se deduzirá então

(2071 .r''= c'""^f',

SC fòr // o menor nmnero iine faz

como SC deduz de (307'

será {% 13)

<«__
I

I t uD—\ .

(208) lí /J _ I = r II, ou II í) £= I M n.

1 .' n.AssF. T. 1. r. 1. 2Ô
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Para qiio liaja um valor de «. (|in.' satisfará a ultima congruência

é necessário e siiriicicnlc (jiie D, n sejam primos entro si. Verificada essa

condição uma raiz u da cong;ruoncia precedente dará ('207V'. nm valor

c ((ue será raiz de

Vé-se lainbem que, existindo a condição indicada, csla congiiicncia

não pode ter senão uma raiz de t'", por<[uanlo devendo lodos os valores

M satisfazer a (208), dois delles quaesquer u. u. dos qiiaes seja o maior

o primeiro, darão

ÍH llli' -V gn) tu'

A determinação dos casos em (jue .í"?--sí' lem uma laiz da forma

c" (bi primeiro feita [)or Gauss (obra citada § Gi, e segg.) na liypolliese

de ser o modulo primo. Foi também nessa hypothese restricla (jue Poin-

sot desenvolveu cm alguns jwntos acpiella solução. ( licfl. siir Irs priítc

etc. pag. 97 e scgg.) O modo porem como este demonstra parte das pro-

posições, que vimos de provar para a hypothese absolutamente geral, não

nas parece simples nem directo. Julgámos que oflcreeeria algum interesse

scientifico resolver geralmente este problema, fazendo-o depender de um

caracter primordial, que e a existência de um só valor de ^c represen-

tavcl por uma raiz da unidade.

156. Ainda (pie a congruência (206) dá os valores de \/'c' communs

a v/l, as raizes dessa congruência não são nunca, pelo processo exposto,

cxpre.s,samente representadas por números raizes da unidade, isto e, não

.será nunca
tu , .

não sendo c' côngruo com 1 ; porquanto tendo n a signiíicaçào designada

no § antecedente, seria esse numero divisor do numera // que entra em
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(200}; c como [icla condição (204) também « dividiria — ; a equação

(205) exigiria ([iie u divisor de u. e de — fosse 1, isto é c'^I.

A esta conclusão se chegaria mais lacilmenle advertindo, que nào

d ixxtsivel t|iie todas as raizes da primeira das congruências

i- = I , .1- ^ (

sejam raizes da segunda, fiois lai não acontece em relação ú raiz 1, nào

suppondo c';— 1

.

157. Podemos porém demonstrar geralmente, (juc, mesmo presciíi-

d indo do valor I de y 1, nào é possível que lodos os outros sejam valo-

res de \/c', se não fòr iZ)'=2; porquanto sendo

a congruência (|uc fornece todos os valores commtms aos dois radicaes,

teríamos

(209) }//= ;,/'— I:

ora. sondo c/ divisor de D', cnmo vimos (§ 1.^5) será

Este valor substituído em (209) dá

•^d= l, logo ^D'=2.

A ultima Ç(|uaçào exige ipic tcnliainos Z)'^=2. e além disto que o

modulo N seja simplesmcnle B , ou 3 j5^.

20
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i''i'nieni<-iifu<

Passemos ao que diz respeito á resolução da congruência .r'= /•.

I. Para achar as raizes de x'^c, decoinponlia-se j'= í, íj j, .. . ,i-„

de modo que t|/í= '^í, 1^,^ . .
. , será

'< ». ».

•r=\/ {/ [/ ...c

isto é, X será dado resolvendo successivamcntc as congruências

a; =^ c ,• x ^^ X, ; a' ^^ .r^ . . . ; .r ' :^ .r__
^

em (|ue cada um dos números .r, Xj . . . x„_, , ^g. .r„ é luna qualíjucr

das raizes da congruência antecedente

2. Se na congruência ^"^c em que Z) é divisor de á/V forem Z)',

D", D', etc. primos entre si, será D= D' D" D". . • , c — será primo

com D'; — com D", etc; logo neste caso qualquer <jue seja a decom-

posição

l)= (l,l,l d
I 2 .1 N

será sempre
/( d, A. rfj </.

3. Se a congruência x"^t tiver raizes primitivas ou se forem D

,

D', D'', etc. primos entre si, isto e, D^=D' D" D'\ e por isso <\iD= D,

ii, ti. rf.
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suppoiKlii ll^(l„ll-, . . . (I, _^^-^ (1^. o (|iic inii(l:i ;i procodonlc pin

J=j
t

1

se iiào lioiivcr cm c/, laclor primo ;ilgtmi (|iie ii:t(» eiUrc em c/, , a (or-

mula precedente darn todas as raízes primitivas, tomando eni /l s<')-

mciitc os valores que sào raízes primitivas correspondentes, os (|uaes dc-

signados por \^\, serão todas as raizos [irimitivas

Com efleito procuremos a mínima potencia m ipic liá c" £= \ ; soja j o
maior divisor comnuim de </, o m. islo e

(I =(l $ ; III = m íí ; d
,

,

primos entre si: logo

/;( ^r^ ni (/ , Iiií;ii m ^= iii ^it

mas os factores primos de d,^, entram em (/, , logo em m . e |xjr i.v>o </
.

.

e w/ nào podem ser primos senão sendo

í/,= l, jlipo </ ==á; ;;i==í;i, // =^ m (/ (/

donde o menor valor de /« =^ (/, r/,.

Reciprocamente para que (j'\ ou a serio de extracções de que
a(|uolla depende doem tcnlas as raízes primitivas e necessário que

(B) i<i^J=<r.</_
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se todas as divisores primas de d^ nào são contidos cm <!„, seja tl^^=d^,(l,,

(Hiiitcndo ^/, lodos esses cxduidos teremos

mas [B] é

.j(/ (/ =d ,tl ,'^d , li)"() d,= r^d,

ora se q' iiAo lòsse I seria geralmenle

G'U^ //. . . == í;°~ ' M^~' /7-'.
. . (f, — 1) (í/ - 1) (/. - 1)

CHL...= [d — t](H— I) /. — 1) . .

.

equação iiniKjssivel, logo í/^,= 1, e todos os factores primos de (/^ serão

contidos cm </..

Logo finalmontc é condição necessária c sufíieieute para ([ue (^/'l dê

todas as rai/.es primitivas que a deconiposieào f/, r/.^ d^ . . . f/„_,, d„ se

faça de maneira fpie todos os factores primos contidos cm </, d. d. . . . r/,_,

entrem, em (/„.

A representação das raixes primitivas pela formula {Ã) com a con-

dição indicada é a generalisação de um theorema particular conhecido

para quando o modulo 7\' e primo, e são

'',= '',=''j •• = '/„= '/

divisor [trimo do modulo N— I; cnlão demoustra-sc (V. Serrei. Ali^cbr.

Suv.) (pie todas as raizes primitivas da congruência

slo dadas pelas (ongruencias

tendo .r,. x.^. x^, etc. a significação iiidicaclii ^icima.
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>AlilAS AITI.ICACOKS.

( Rmiinio.)

S 1

Niiincro (ie ilicoiiiposiriHS de um prodiiclo \ := A" II" C'^ . . . (cm qiic é A' o numero

(liis numcros primos .1, It, C, elo.) cm dois factores.

Suppoiulo (|ue 0111 todas as íloroiiiposicòes os dois factores tem con-

stantemente o máximo divisor comnium 7«, designaremos por •}„ A' o

respectivo numero de decomposições. Consideremos pois os seguintes casos:

1.° Sendo os dois factores primos entre si, ou /«= I.

O numero das decomposições e o mesmo de y\''= y//?6'. .

Seja Py<Q qiiídciuer das decom|)osições de um producto de/'—

1

leiras BC . . . ; esse dará duas decomposições para / letras, isto é, Pà>Q,
P.QA por conseguinte, designando \mvfh o valor ii| A'' para um pro-

ducto de k letras

fl;=2fil; — 1 ! =2V(/.- - 2 =...= ;>'-
' fj.— li— i))= 2'-'fl;

masy 1= 1; logo

(•) •i.A=/-A=2'-'

I." r.i.A^^^t r. I r. i. 21



156 MKM()l\IAS DA ACADKMIA UliAI.

2." Tendo os dois factores um só divisor [irimo, ou vg-. 711 =-^- ./"

Deve sempre ser a/^ia, e teremos

Sc fòr X ^' 1(1, seiM

e se y.-^ 2rt.

3." Tendo só dois divisores primos, ou vg. 111= A' B''.

Deve sempre ser y.y-^'2a. e (B>2í, c teremos

Sc fòr a>2rt, ,a>2í, será

sf a>2rt. íi=2/'>.

'K^ o ,
Af=á*--

finalmente se «= 2 «, p =^ 2 ^.

'i.° Tendo w divisores primos, ou vg. w^^=,-/' B''C . .

.

Será sempre

a^2a. P^2fc, y^ar, ele.

e teremos

G < =2'-'-'.
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j*

seiulo s o niimfro das precedentes equações-desigualdades, que se redu-

zem a cíiuaçòos.

5." Podendo ter vários divisores primos.

Neste raso iodas as deroniposieões elassi(ie;MU-se ein vários grupos,

a que respcclivameiíto correspondeiii diversos máximos divisores i>, q, r,

ele., e será o numero total das decomposições

W •},, ^='|,.Vm :,iV-f-.|^,Y-^...

Por coiisuguinle lcr-s(!-lia vg. para x ^'2<i,

(/) !, ^,.\=2'-' + 2'-'=a',

e SC y. = 2 (7.

S 2.

Thiorrma úv Wilson gtiUMalisadi) por fiaiiss.

A deinonslrncào desle tlicoreuia depitidc, como fez ver flauss, da

determinação de ipiando e par oii diiplaiiifiile par o numero de raizes

de .r- 5= I M N.

Gauss disse a[)enas í\w essa indagação requeria certas tiltfmyts par-

ticulares.

Poirisol desenvolvendo essa ra[)ida indicação deu uma demonstração

do tlieorema citado, a qual tem duas inexactidões, tpie llr' tiram lodo o

rigor; inna consiste em supjxtr que não ha systemas de raizes communs
:ís deconqrasições <la congruência acima em duas '

.r— 1=0M/', J--+-1 --O.MO.

(sendo PQ= N): a outra existe em admittir <pie quando vV fòr só

pnnitnttr par. tamliiMu 9'—' {Jpsigna o numero de decouqM)sicões en»

dois factores sem outro divisor conuuum alt'm do numero '2.

Imitando o processo de Poinsot pofleremos substituir a sua deuions-

tracào do seguinte- nioflo.

2) .
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Sojani n, b, c, ele. todos os luiinoros menores (|iie .X e juimos eoiu

nlle. Tomniido iiiii delles / uclia-se outro r e só iiiii tal «[iie

do mesmo modo (issociureiíios todos os outros. |iodeiido aeoiílccer (jiie

para alj^iins delles x tenliamos

(A) .r'^1.

Todas as con^rucncias análogas a estas imdli|ilieadys [iclo (|iiadrado

da<|iicllas em (|iic /, s suo diflerontcs dão

!ahcd...f ^rA.

(Ill

7.) [i,hi-(l...-+{){aln-'l... — f)=s().

Indaguemos agora ((uaes são os valores x (jiic satisfazem a (A'j equi-

valente a

{M) (,r_1)(,r+l)= fl.

I. Para qualquer valor possível de x, seja D o maior divisor com-

nium entre x— 1 c N=DE; será .f -f- I divisível por E. Logo qual-

quer valor real de x torna iim <los dois binómios x— 1, .r -f- I divisí-

vel por um factor de N, e o outro binómio divisível pelo outro faetor

de N.

?. Recíproeamenle se tivermos, sendo N^^^PQ,

(iV) X — I :.= M P .r H- 1 =0M <J

o valor .r que satisfaz a estas e(|uaeõcs resolve

iiiP-i '1^ 111' Q,

Logo todas as solueõcs (A') são dadas por todas as soluções (yV) em que

JV se deeompõe de todas as maneiras em dois faelores. (".orno de (N) se

conclue
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M'jjii('-SL' ^\u^'. paia Ut Iodas as soluções .i\ (Icvciii-sc loriiiar s(j os svsli--

iiias I A'j <|iic iTsiillniii <ia (l('toiii[)osic;ão /••, Q tal quo /', Q sejam CDlrc

si primos, ou (jiiamlo iiiuilo tcnhaiii 2 por máximo divisor coinimiin.

Ha pois lautos svst(;mas [N) rpiaiito ti o dohro '2l,,^.\ An numero
dessas decouiposiçòes, vislo (pio a deeomposicão P'Q alem do svslcmu
• N) dá tamhem

(O) ' I O >!(>.• .,-)- I=0M/'.

É faeil dl" vèr que a cada solueào x' de _iV eoi-resiioude uma so-

lução .t"== PQ— x' em !0) o será

(P) .r'.T" (/'(/--.F').r'^ — I.

advertindo (pi(< nunca será ,c'=.r': logo todas as soluções .r repartcm-se

cm g^rupos .r', x" que salisfazom a (/'), |)ois (pie não podia outra solução

x"' dideronte de .r', .r" dar

Se o numero dos j^iiipos lõr par lemos

X .r •.! .r . . . === 1

e se inqiar

.r.r"..T"'x""...=— 1,

c como as outras raizcs a, /j, c satisfazem a uma coiiijruencia similliaiite

á primeira das duas ullimas. seg^ue-sc (pie seni sempre

fonlbrmc fòr par ou impar o numero dos g-ru|K)s r.

Sc N fòr impar, cada svslema (N) dará uma s<t resolução .i-, jior-

qiie sendo P. Q primos enln; si. tiia-se de 'N)

x^^r \-m.l'(J.
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(ini('liiii-si'-li;i (|iii-

se A'= •:ip''', (

ahiil . . . ;^=\,

se A'^ ip''
(f'.

. .

Coiisiclcreinos linalincnto o caso cin (pio j\ t* (ÍímsÍvoI |iíii' i. nu

,'V= 4 1\ Q,.

Todos os syslenias i^A') serão os que resultam de decomjKH- J\ em
dois Ibclores primos entre si. on em dois íaetores 2 P, 2Q sendo /'. Q
|irimos entre si.

Oia cada svstenia

«) .r l.sOM-2/» .r-f-lisOM-iO,

dá duas soluçfjes <' 4 l'Q contidiis na eongriiiMicia

.,•= , -u2/>o.,„.

mas (iual([uer delias e contida nos systemas (A') em que N se dccompoz
eui (loi.s (actores primos entre si; por([iianto sendo .r' uma de.ssas .soluções

x —ri, ou x -\-\ neee.ssariamcnte e divisível por 4 risto (|ue ambos
pares; se fôr vg. divisível por 4 o primeiro l)iiiomio, o .systema

.T- lr=0M2/» r-i- l=0M'2()
e(|uivale a

.i' - IshO.Mí/' ,' a-lsOM(?

(pie tem uma só solução.

Logo todas as .soluções x são dadas por todos os systemas [N) em
que N se decompõe cm dois factores primos entre si, isto é, o numero
de grupos binários x será yiA', numero daciuellas di;coniposiçõi\s, |K)r

ÍS.SO se lòr A'= 2°, j/, A'== 1, e se A" contiver outro, ou outros factores

primos como e então /c ^ 1 . será tl/i A'^=2*~' par, c por conseguinte

a/;.(/...^:lMA^.

Kcsimiindo teirmos (jue na congruência

<iln,i ^=rnl.MA'
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<li'\o tomai -SC o sigiial

1." Quando jV contiver um só factor primo.

2." Quando N=='2R, sendo R impar c contendo /í uni sii divisor

primo.

Toniar-se-lia o signal t- iiu(|iiella congruência em lodos os outros

casos.

( )s casos cm i|uc tcmns

„/;,.,/. . +-l£-OMA-

rnunciam-se mais simplesmente assim:

A congruência precedente tem logar (]uundo I\' sii lem lun divisor

primo, ou é o dobro de um numero dessa espécie.

Nos outros casos

a/n- (/.,.— I (»

Mas dispensando o longo processo precedente, o tlieorcma demons-

trado na Memoria f§ 8* dá imníediatamcnlc o numero de raizcs de

.r» = I M A

.

e |«>r conseguinte a demonsfra(;ào do llicorema de Wilson gcneralisado.

Domonslraçâo da forrnul.i de Biiict
f
Cnmpten rcmlus. ele. Tum. XXXII, ii." 2(i)

para .) soninia ilas pníciícias m dos números im-iKires (pic .V < primos com clle.

O nosso tlieorcma (13i foi achado antes de vermos a fonnula cilada

de Binct, de que acjuelle tlieorcma é um caso particular. A nossa Cornuila

(9) dará a de Binet, imitando o processo que seguimos para obter (13),

isto é, substituindo successivamentc em f!)i pelos dilVcrcnlcs svmbolos

J. . ^4. Pie. as sonnnas correspondentes das potencias dos números natu-

raes expressas jmr meio df)s ninneros bernouillianos B,. fí.j . //, , ele.

Qualípier dessas sonnnas vg.

i"-| 2" 4 :]--{-
. .

.0-
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e dada pela serie

(n + ir+' —

1

»l+ 1

{(a + 1)"— 1) //, -h m ! {a + 1
"- ' — 1) //,,

m— 1 IH — 2 ,

2 3

ou |)ela iiielluir loniiula

a"+' _ ,„ m— Im— 2——4- a-B +///«" -'/>„ + m— ')'"-'//. -i- cIc.m + 1
' - 2 3 4 . •<-

na qual se deve supprimir o lerino allctlo de a"'~", [tur isso (lue na

serie de que resulta a precedente é ^'=1 para .r=^0. (Vid. Rraniji,

E/t'»/. (U- Àrílhm. univcrs. §§ 597. 598.)

S*.

A|>|ili(arâ<i iliis principios «onlidos lia Memoria á dirima pcriudui

(numero do casas de cada period», ele.)

Applii arã" .is fraiM ncs i niiliiiiias.

FIK.

I.' . I.A.-SE r. 1. V. 1. 22
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