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I. MATHEMATIGA

1. Âmorlisação annual media das pensões

nos principaes montepios de sobrevivência porluguezes

POR

DANIEL AUGUSTO DA SILVA

Prescrever pelo calculo as condições económicas, em que devem

ser constituídas as sociedades de soccorros mútuos, é uma necessidade,

cuja demonstração escusam completamente os espíritos esclarecidos.

Para os que o não são, ha uma prova a posteriori, que deveria violen-

tar a adhesão dos mais incrédulos ; é o espectáculo doloroso de tantas

associações d'aquella espécie, nas quaes a inteira bancarrota dos seus

programmas de vantagens afiançadas, ministra a verificação irrecusável

de que se havia promettido mais do que rasoavelmente se poderia dar.

Se para muitas pessoas pôde parecer diíTicil o estabelecer a rela-

ção mathematica, que deve existir entre as contribuições dos sócios, e as

vantagens que se lhes garantem nas associações, cujo instituto é o subsi-

dio diário no caso de doença, de velhice, ou de invalidez, ou o paga-

mento de uma somma determinada na época do óbito dos associados;

as diíficuldades do calculo são incontestavelmente superiores quando se

trata dos montepios da espécie, que existe no nosso paiz, em que se es-

tipulam pensões de sobrevivência distribuídas aos herdeiros necessários,

ou legatários, mantendo-se approximadamente os princípios estabeleci-

dos no direito pátrio de successão, e devendo esses subsídios cessar

integral ou parcialmente por óbito, casamento, maioridade, ou emprego

dos pensionistas.

Se em taes instituições se podem graduar com facilidade, para a

accumulação provável de um certo capital, as contribuições dos sócios

em relação á edade de cada um, este único elemento é uma base insuf-

ficientissima para sobre ella ser calculada a probabilidade da duração

da respectiva pensão, tão grande é a variação de circumstancias que po-

dem occorrer para tomar mais ou menos duradoira a totalidade d'essa

JORN. DE SCIEKG. MATH. PHYS. E NAT. — N. III. 12



176 JORNAL DE SCIENCIAS MATHEM ÁTICAS

pensão, ou das suas parcellas, distribuídas pelos diversos herdeiros, se-

gundo as prescripções dos estatutos.

Na impossibilidade pois de fixar singularmente à priori a duração

de cada pensão, convirá determinar experimentalmente as leis que re-

gulam a caducidade collectiva de todos os encargos d'essa espécie, e

suppor que a pensão ou pensões que lega cada sócio são sujeitas á ca-

ducidade media, que se deduziu das observações feitas sobre todo o

conjuncto das pensões.

Essa caducidade geral pode representar-se, ou pela media da dura-

ção de todas as pensões, ou pelo decrescimento, que, na duração v. g.

d'um anno, soíTre a somma total d'esses encargos paga no anno anterior.

O primeiro processo de avaliação tornar-se-hia extremamente in-

exacto, limitando a observação a um periodo de vinte e tantos annos,

duração máxima dos montepios nacionaes, que nos podem servir para

o nosso exame.

Trataremos pois de reconhecer approximadamente^ qual deve con-

siderar-se como a media annual de amortisação das pensões, e até que

ponto poderá licitamente admittir-se a constância de tal numero, hypo-

these esta que muito notavelmente simplifica o calculo das contribuições

dos sócios necessárias para garantir determinada grandeza de pensões.

Antes do calculo estatístico, faremos algumas considerações geraes

sobre as condições normaes em que deveria ser fixada a media, que pre-

tendemos achar.

Essas condições seriam: 1.° a existência d'um grande numero de

sócios; 2.° constância d'esse numero; 3.'^ constância da media das eda-

des dos sócios ; e finalmente 4.° constância da media das suas contri-

buições annuaes.

Fixada em taes circumstancias a media da amortisação das pensões,

e deduzindo-se d'ella os preceitos que deveriam regular as contribuições

dos sócios em relação ás vantagens estipuladas — afim de que na asso-

ciação ficasse definitivamente estabelecido o equiUbrio financeiro, claro

está, que esses preceitos também seriam a norma necessária para garan-

tir a estabilidade económica de qualquer outro montepio análogo, em
que todavia se não dessem as condições de inalterável permanência, que

acima mencionámos.

Consideremos pois uma associação, em que se verifiquem os qua-

tro citados quesitos de normalidade, e para simplificar mais a questão

supponhamos primeiro, que a grandeza de cada pensão legada é cons-

tante, qualquer que seja o numero de annos de permanência no monte-

pio de cada sócio fafiecido.
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Com taes supposições deverá reputar-se constante a somma de pen-

sões, que de novo se inscrevem annualmente. — Represente p^ essa

quantia, e p,» Ih' Pi' ^tc as sommas que d'essa proveniência ha a pa-

gar em cada um dos annos seguintes, até á sua total extincção, que terá

logar, v, g. para pm= 0.

A totalidade das pensões a satisfazer em cada um dos annos de

existência da sociedade, será a somma de cada uma das columnas ver-

ticaes do seguinte quadro:

r Pi> P2» Ps' Pv P™

P„ P.2, Ps, Pm-Í, Pm

Pi, p.2, Pm— 2, Pm— i, Pm

p,, p.,, etc.

etc. etc,

O quociente da somma das pensões de cada anno, que deixam de ser

pagas no anno seguinte, dividida pela somma das pensões pagas no

primeiro d'estes annos, relação que denominaremos taxa de amortisa-

ção das pensões, terá successivamente nos diversos annos do contracto

as seguintes grandezas

(i)
Vi —P-2 Vi-P^ Pi— Vi

Pi
' Pi-^P-i' /'i+ Pa+Ps' Pi-\-Pi+P3+ -----\-pm-i'

tornando-se todos os termos seguintes eguaes ao ultimo dos preceden-

temente escriptos.

Vê-se pois, que n'um montepio de sobrevivência nas condições

normaes que figurámos, a taxa de amortisação das pensões torna-se

permanentemente constante, depois do numero m de annos necessário

para a completa extincção de cada grupo normal p^ de pensões novas.

A serie (A) resulta, como é fácil de ver, da addição successiva dos

numeradores, e denominadores das m— 1 seguintes fracções

(B).
h— Vi Ví—P^ Pz— Pi pm — i

— Pm

Pi
'

Pi ' Ps
' pm-i '

as quaes representam os valores successivos da taxa d'amortisação para

um só grupo p, de pensões novamente inscriptas n'um anno qualquer.

As taboas de mortalidade não nos poderiam fornecer indicação al-

guma segura acerca do modo como variam as fracções (B) ; se porém

admittirmos, o que parece plausível, que a serie (B) seja ascendente,

sel-o-ha também (A) ; mas n'esta o crescimento a partir d'um certo ponto

12.
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será muito lento, por duas razões — pelo rápido decrescimento dos ter-

mos das fracções (B), e pelo crescimento dos termos das fracções (A).

Se o numero dos sócios admittidos annualmente fosse continua-

mente augmentando, poderíamos considerar uma tal sociedade como o

resultado da sobreposição successiva de diversas associações em que o

numero das admissões fosse constante; d'essa formação resultaria, como

é claro, um abaixamento na taxa da amortisação n'esse período de pro-

gresso ascendente.

Se as pensões, em vez de serem constantes, como suppozemos, para

cada sócio, crescessem á medida que o óbito se verificasse mais annos

depois da matricula, é evidente também, que d'esse facto procederia

variar para menos a grandeza da amortisação.

Mas de qualquer maneira que essa variação tenha logar, poderemos

sempre determinar o valor constante que deveria ter a taxa da amorti-

sação para que, n'uma dada época, a associação tivesse satisfeito a uma

somma de encargos exactamente egual á que effectivamente teve de sup-

portar.

A determinação doesse valor médio, que designaremos por s, será

de uma vantagem immensa para o calculo do estabelecimento de qual-

quer montepio de sobrevivência, análogo áquelles cuja estatística tiver-

mos observado, por quanto o problema de fixar as condições económi-

cas para a admissão de cada sócio, reduzir-se-ha aos seguintes termos

:

Dada a edade de uma admissão, qual deve ser a grandeza da con-

tribuição por uma só vez, e annualmente (jóia e quota) para que, no fim

da vida media do admittido, se tenha accumulado uma sonrnia tal, que

garanta o pagamento de uma certa pensão, cuja duração se suppõe eter-

na, e cujo decrescimento annual se suppõe constante, e é conhecido.

As hypotheses da existência indefinida, e decrescimento constante

das pensões, não são, como é claro, senão ficções do calculo, mas que

representam com fidelidade as condições económicas da estabilidade da

instituição.

Vejamos pois como se deverá fixar o valor que corresponde a s

no fim de um certo numero de annos de existência da sociedade.

Sejam p^, j).^, p^, etc. as sommas de pensões eífectivamente pagas

em cada anno desde o primeiro em que começaram esses encargos;

«j, a.^, «3, etc. a correspondente parte de cada uma d'essas sommas,

que deixou de ser paga no anno seguinte; serão respectivamente

P'i—Pi + ^i> Ps—^2+ ^2' 6tc. as pensões novas a pagar em cada um
dos annos depois do primeiro, e teremos em relação a cada uma das

successivas gerências annuaes os elementos do quadro seguinte:
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Para estabelecer agora a necessária egualdade entre os pagamentos

effectivos da primeira columna vertical, e os hypotheticos da ultima,

attendendo devidamente á successão das épocas do pagamento, e redu-

zindo todas as despezas, por meio do juro composto, a uma época com-

mum, para a qual tomaremos o ultimo anno do período considerado

— será conveniente suppor que todos os pagamentos de um anno se ef-

feituam no meio d'elle. Esta supposição, evidentemente admissível, com

approximação bastante, quando se trata de uma pensão, que é satisfeita

em todos os mezes do anno, será licita egualmente para as pensões em
que se não dá essa circumstancia, por quanto geralmente, as que prin-

cipiam, começam pelo pagamento dos últimos mezes do amio, e as que

cessam, terminam com o pagamento dos primeiros mezes, acontecendo,

para as que começam e terminam no mesmo anno, comprehenderem

n'elle alguns dos mezes médios, ou approximarem-se umas vezes do prin-

cipio, outras vezes do fim do anno.

Suppondo pois todas as despezas de cada anno verificadas no meio

d'elle, e reduzindo, por meio da taxa do juro r, em relação á unidade

(o centésimo da percentagem) todos os pagamentos feitos n'uma serie

de n annos ao meio do ultimo d^eiles, a taxa media s deverá satisfazer

á equação.

[P-P.+ Ci, -\-p, (1-5)](1+ rf
"' +

[p-p,+ a,-\-(p-p,-}-a,)i\-s)+p,{\-sm\-^rf-'-^

[p,-p,+a,+ (p,^p,+a,){i-s)+Íp,-p,+aX'^+s)^+p,(\-sy]{i+rf~''+

PÁ^i-rT~^-{-PÁ^ + '>f~^"-{-pS-\-rf^+ -\-Pn.

No prímeiro membro reunindo os termos, em que entra o factor

/?,, acharemos

p,[íii-rf-\-(i+iÍ"\\~s)+ii-^rf'\i+sf+ +(.l_sf-^]=

_ (i+r)"-(i+ sr
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Semelhantemente acharemos os termos

(p,_,.+..).
('+•)-'-('-)"-'

(P3_,,+.,).
('+--)'-^-(i-^)

l+r-(l-s)
(p,,—Pn^ 1+ «n- 1) • ^g .

Reunindo todos os termos análogos^ e designando por p\, p\, p'^,

etc. a totahdade das pensões accrescidas em cada anno, ter-se-ha

(O M(i±rr^M(iiri)!=2j,,(i + rr-'
T-f-S

comprehendendo cada um dos sommatorios n termos.

Da equação (C) se deduzirá portanto o valor de s correspondente

a qualquer período de annos decorrido.

Quando n for consideravelmente grande, e se derem as outras cir-

cumstancias, que nos devem fornecer, com sufficiente exactidão, a appro-

ximada grandeza do s normal, teremos, como acima foi indicado, a base

indispensável para fixar rigorosamente a tabeliã das contribuições, que

os sócios devem pagar, em relação á edade da sua matricula, afim de

que seja garantida a solvabilidade permanente da associação.

A uma objecção conviria occorrer n'este logar. Supposto que a so-

ciedade se constitua exactamente nas condições precisas, para se verifi-

car inalteravelmente o quadro exarado a pag. 177, e acontecendo n'essa

h}^othese, que, passados m annos, a taxa de amortisação se torna inde-

finidamente constante, poderia acreditar-se, que o valor achado para o

s médio, fosse um pouco menor do que o necessário, para que as con-

tribuições impostas aos sócios se não tornassem sobejas, e isto pela cir-

cumstancia, de ao quadro da citada pagina faltar um complemento in-

dispensável, que é o período da extincção total das pensões procedentes

da cessação de novas admissões. N'esse período a taxa de amortisação

deveria augmentar, e tal acréscimo contribuiria para fazer crescer o s

achado na supposição da associação ser eterna.



182 JORNAL DE SCIENCIAS MATUEMATICAS

É facil porém de reconhecer, que se a época da extincção do mon-

tepio tiver de verificar-se muitíssimos annos depois do numero m, que

torna s constante, a influencia d'essa remotissima acceleração da taxa

de amortisação, tornar-se-ha, em virtude da acção dos juros compostos,

absolutamente insensível para alterar o valor de s achado na hypothese

de a sociedade não acabar nunca.

Deduzir o valor de s da formula (C) pelos methodos de resolução

das equações numéricas seria um problema extremamente laborioso,

quando n fosse muito grande. Temos porém um meio simples de por

tentativa chegar a uma solução approximada. Dividindo a somma das

pensões cessantes^ durante todo o período, pela somma das pensões pa-

gas, obteremos um primeiro valor approximádo de s ; depois augmentar-

se-ha, ou diminuir-se-ha convenientemente esse valor, advertindo, que

devem . exceder a verdadeira grandeza de s, os valores que fizerem o

primeiro membro de (C) menor que o segundo; e pelo contrario será s

diminuto, quando o primeiro membro se tornar maior que o segundo.

Passaremos a fazer applicação do processo exposto aos montepios

geral e de marinha, no primeiro dos quaes o numero dos sócios tem

constantemente crescido, podendo no segundo considerar-se como quasi

estacionário.

O mappa 1.° fornece os elementos do calculo em relação ao mon-

tepio geral. Suppozemos n'esse mappa, bem como no relativo ao mon-

tepio de marinha, ser r=0,01.

Se para a primeira d'essas instituições tomarmos o periodo inte-

gral de existência, para o qual é n=2^, e dividirmos a totalidade das

verbas da columna a pela totahdade das verbas p, menos a ultima d'es-

tas, acharemos um primeiro valor approximado

6= 0,022.

Se na equação (C) suppozermos 5=0,02, e calculando 2p'i(l

—

í?)"—^
como se calcula l.p\ (1,07)'^— ^ multiplicarmos a primeira grandeza por

d

—

s, e a segunda por 1,07, obteremos

despeza em pensões, suppondo s=0,02 223,297íí$(611

» effectiva 221:464^172

differença 2:133^439

que mostra ser o valor arbitrado a s menor que o verdadeiro. Se to-

mássemos 5= 0,022, obter-se-hia
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despeza em pensões, para s= 0,022 221:2S3!$í445

effectiva 221:164j$íl72

differença 89?$Í273

a qual sendo excessivamente diminuta, pôde acceitar-se como rigoroso

o valor

s= 0,022.

Em relação ao montepio geral de marinha (mappa num. 2) som-

mando as pensões cessantes por todo o periodo d'existencia da socie-

dade, e dividindo essa totalidade pela somma das pensões vencidas cor-

respondentes (menos a verba de 1866) obteremos o valor approximado

5=0,037.

Se na equação (C) suppozermos primeiro 5=0,037, obter-se-ha

despeza em pensões n'essa hypothese 673:685s$í906

» effectiva 676:326^874

•differença para menos 2:640?$Í968

que mostra ser exagerado o valor de s.

Suppondo 5=0,036, acha-se, n'essa hypothese

despeza em pensões 675:571)$Í434

» effectiva 676:326^874

differença para menos 755j$í440

a qual, pela sua diminuta grandeza, prova que o valor s ultimamente

adoptado é muito mais exacto do que seria s= 0,037.

Os valores da taxa de amortisação, que a estatística e a formula

(C) dão para os dois montepios que estudámos — affastam-se ambos, e

em sentidos contrários, das grandezas que esse elemento assumiria n'a-

quellas duas associações, se ellas se achassem em circumstancias nor-

maes.

No montepio geral, o numero continuo e rapidamente crescente das

novas admissões contribuo para manter s abaixo da sua verdadeira gran-

deza media.

Pelo contrario no montepio de marinha, onde a quasi constância

das existências annuaes dos sócios poderia ministrar-nos uma suffi-



184 JORNAL DE SCIENCIAS MATHEMATICAS

ciente approximação da grandeza normal de s, verificam-se todavia duas

circumstancias, ambas concorrentes para exaggerar o algarismo achado

para esse elemento, e são ellas

:

1.° Tendo-se constituído a sociedade em 1842 com a grande maio-

ria dos empregados inscriptos n'essa época nos quadros das repartições

do ministério, e sendo muitos d'elles de edade avançada, as primeiras

pensões que appareceram deveriam em geral ser de menos duração.

2.° Sendo as inscripções de novos sócios geralmente feitas com a

subscripção do minimo capital que os estatutos admittem^ a totalidade

das pensões annualmente pagas é menor do que seria em mais prospe-

ras circumstancias : e como as pensões cessantes em grande parte proce-

dem de sócios antigos, os c{uaes, em media, subscreveram com maio-

res capitães, esses dois factos concorrem ambos para augmentar s.
*

O effeito das duas causas precedentes é em parte compensado pelo

motivo de que até 1857, havendo n'aquella associação sobrevivência das

pensões das mães para os filhos, apenas com uma caducidade da 6.*

parte, essa disposição tornou a amortisação mais lenta, do que seria

não havendo sobrevivência, como succede desde a sancção dos novos

estatutos do citado anno.

Do que temos exposto deve concluir-se, que n'uma sociedade que

estabelece pensões de sobrevivência, e cujos estatutos sejam análogos

aos que actualmente vigoram no montepio geral de marinha, todas as

considerações de prudência aconselham, que para garantir a estabilidade

da instituição, as tabeliãs das contribuições, e das pensões sejam calcu-

ladas adoptando-se para s uma grandeza inferior a 0,036.

O valor hypothetico d'essa taxa deve descer ainda muito mais, se,

como succede no montepio geral, se derem as três seguintes circum-

stancias, todas simultaneamente coincidentes para produzir o abaixamento

de s: 1.^ partilha da pensão, quando haja viuva e filhos em duas par-

tes eguaes — uma para a viuva, e outra para ser repartida entre os fi-

lhos : no montepio de marinha a pensão é sempre dividida em porções

eguaes entre todos os herdeiros; 2.^ sobrevivência da pensão da mãe

para os filhos; 3.^ continuação temporária das pensões ás filhas que

casam, representada pela concessão de dotes.

A formula (C) e os mappas números 1 e 2 poderiam servir para

* Além das indicadas causas de erro, contribue também para augmentar s,

o modo pouco exacto porque foram calculadas muitas das verbas p. Vide obser-

vações annexas ao mappa num. 2.
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determinar o s, que corresponde a «ma porção do período total, que

esses mappas comprehendem.

Por exemplo, se quizermos fazer o calculo em relação aos últimos

n—m annos, teremos

.. ,
.n—m— l ^ ,,

,
.n—l .„ . .n—m .. . .m—

1

^i»^_,_i(l+^) =2p^ (! + »') —(1+ ^) 2p,('l + ?0

equação, em que os dois últimos sommatoríos são immediatamente da-

dos pelos mappas. Semelhantemente se calculariam os outros somma-

toríos da formula (C).



N. ,1

Elementos para o calculo da amortísação media das pensões no montepio geral



N. 2

Elementos para o calculo da amortísação media das pensões

no montepio geral de marinha

EXKRCt-
CIOS




