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x6Z Memorias da Academia Real

REFLEXÕES
Sobre certas sommaçoes sticcessivas dos termos das Series

aritbmeticas , applicadas às soluções de diversas

questões algébricas.

POR
JOSÉ MARIA DANTAS PEREIRA.

Nec ulli nato post mile sacula prachtdetur occasio aliquid ad-

buc adjiciendi.

Séneca.

Lida em 8
de Jan. de

'794-

NA foluçaó de vários Problemas da analyfe indetermi-

nada , fomos muitas vezes conduzidos a exprefsões

da forma ax"!

+bx'""'-\-cx'""'-\- &c. da qual fe reque-

rem as difFercntes foluções em números , ou íimplesmente

inteiros , ou inteiros c poíitivos , na hypothefe de fer tam-

bém x hum numero inteiro e pofitivo : he clarifllmo o

grande incommodo
, que deve caufar a fatisfacçaõ do que fe

requer
,
quando elta depende de calcular os números a que

a dita fórmula íe reduz nas hypothefes fueceffivas de

x= i , = a , = ^ , &c. ; e que efte incomm;)do augmenta-

rá tanto mais quanto maior for o expoente m , e mais

compolto o valor de x : por efta razão fempre nos diri-

gimos primeiro a conhecer a lei das feries formadas pe-

las difF. rentes foluções pedidas , a qual , depois de conhe-

cida , nos ofFerece meios de as continuar com muito me-

nos trabalho : até agora confiftia de ordinário a maneira

da dita indagação ( ao menos a que me confta ) em achar

iuc-
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íucceífivamcnte as difFcrenças primeiras , fcgundas , tercei-

ras , e affim por diante até ás difFcrenças do gráo m das

primeiras «+i foluçóes da fórmula propofta
,
preceden-

do o cuidado de determinar os valores correfpondentes de

.v, taes que formem huma progreíTaó arithmetica , c ifto

na certeza de que as ditas difFcrenças da ordem m devem

fahir conltantcs
;
pelo que retrogradando calcularíamos to-

das as outras foluçóes pertendidas por meio de íimples

fommas : efte methodo carece de fe calcularem primeiro

m -\- i foluçóes
,
para fe conhecer a fua lei , e poder de-

pois achar facilmente as foluçóes reftantes , e affim léva-

nos por hum caminho indirecto ao fim que procuramos
;

pois he mais próprio conhecer a lei á vifta da fórmula
,

e com efta ir calcular depois as mefmas m -H i foluçóes

primeiras : tal foi o motivo que me conduzio á compo-

fiçaõ da prefente Memoria
?
onde tudo he confequencia da

foluçaó do feguinte

Problema fundamental.

Calcular por meio de fimples sommas de progressões arithmeti-

cas as quantidades
t

a que se reduz a fórmula ax ' +bx

l
+- cx -+- &c. nas bypothcses suecessivas de x = i , = 2 ,

= 3 , &c. ; sendo a , b , c , &c. ou cifra , ou quantidades

reaes
;
positivas , ou negativas ; inteiras , ou fraccionarias.

Solução.

Reprefcntc p o primeiro termo , r a razaó , e x o

numero de termos de qualquer progreíTaó arithmetica

;

fuppondo que T
y ef fejaó refpeftivamente os termos ge-

ral , c fommatorio da mefma progreíTaó fera T — p +-

r r(x— l)x /X— I (x—2)(x—1)\ ,

r(tf-i) , e/=—T2- +J>x=r(-j-+

'

£i )+/>* =

fe a cadii termo f ajuntarmos qualquer quantidade b , re-

Tom. II. Uu fui-
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filhará huma nova ferie onde teremos o termo geral . .

/X— i (x—i)(x—0\ . , . ,,

T '=zr(--{- + -
y~í )+px + h ; e chamando /' o

termo fommatorio defta nova ferie fera

/*:— i
,

(x—2)(x-i)
,
(x— a)(jf— i)x\ ,

jx Q— 1)*\

f =*vr~+
——— +

—

1>2
.
3 )+i>\T +—rrJ

.+- b x : conliderando agora f -+- i como termo geral de

outra ferie , e /" como feu termo fommatorio , fera

// /X— i (x—z)(x— i) (x—2)(x— i)x (x—z)(x—i)x(aH-i)>—'\ i. i.

a

i. 2. 3 i. 2. 3.

4

y

affim por diante ; donde fe conclue
, que fe , fommados os

termos de huma progreffaõ arithmetica dos quaes o pri-

meiro for p e a razaõ r , augmentarmos a cada termo

da fomma a quantidade h ; e feita huma nova fomma , fe

ajunta a cada termo delia a quantidade i ; e fommando
depois outra vez , fe augmenta a cada termo defta outra

fomma a quantidade k , e affim por diante até comple-

tar hum certo numero m— 1 de fommas , cada termo da
ferie refultante fera reprefentado em geral pela fórmula

feguinte, {A), r(^ +<*=>&=$ + C*-*X*-0«+

(x—z)(x— i)a?(jH-l)
,

(x—2)(x—i)x(x-\-i). . . (x-hm—2)\ ,—.
- p • • • 1— i-r*

1. 2. 3. 4 1. 2. 3. 4 ... m J

(x_ (x—i)x (x-i)x(x-hx) (x—i)x . . . (xA-m— 2)\

*\i 1.2 1.2.3 '
1. 2. . . . m— 1 J^

,/x (x—i)x
,

(x—i)x(x-hi)
, (x— i)x . . . f,r-H>«—4)^

^1 1.

2

1. 2. 3 I. 2. . . . m—2 /T

. /x
,
(x—i)x

,
(x—rW*4-i)

,
(x—i)x . . . Cx-hm—$\ ,

'V.7 1.2 "*" 1.2.3 "*"•• 1.2. . . . m-i r
,/x (x— i)x (x— i),v(,Y-t-i) (x—x)x . . . (ar-H?/—6)\

vf"*~ 1.2 1.2.3 1. 2. ...»/—4 y

&c. He
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He evidente que efta fórmula defenvolvida , e ordenada a

rcfpeito de x dará fempre huma equação do gráo m
,

onde os coeficientes de x feraõ funeções das indetermi-

nadas r
, p , h ,

/' &c. , e que deitas indeterminadas con-

terá a equação defenvolvida tantas
,
quantas forem as Unida-

des de m , as quaes por confequencia feraõ fempre deter-

mináveis pela igualação fuecefliva dos coefficientes dê hu-

ma mcfma potencia de x nas duas fórmulas a prop ffta
,

e a defenvolvida ; logo fegue-fe
,
que a cxprcíTaó ax" -+-

bx'""'+cx '
-+- &c. +nx he fempre refoluvel pela dita

addicçaõ fuecefliva das feries arithmeticas
;

que para

aflim a refolver faò precifas th — i de fommas ; e que

para determinar logo a primeira progreflaó arithmetica . a

que chamaremos base , e as outras quantidades #,/,fc,&c.

que fueceflivamente fe devem hir ajuntando , deveremos

defenvolver da fórmula fuperior a parte que fòr corref-

pondente , conforme as unidades de que in confiar , igua-

lando depois entre II os coefficientes de huma mefma po-

tencia da variável , o que dará tantas equações como in-

determinadas , das quaes fera íempre facillimo tirar o va-

lor deitas indeterminadas. Q^ E. D. et F.

Para maior clareza ajuntarei o feguinte

Exemplo.

Supponhamos que fe pedem todas as foluções da

fórmula .v
s— x

4 —»'+/

—

x nas hypothefes íueceflivas

de íer x = i , — 2 , = 3 &c
A parte da expreflaó geral fommatoria

,
que nefte

cafo deverá defenvolver-fe , he r O*— 1 -) (*—-)(*—0**"

-7 O — 2 ) O — i^x-^r — ( *— z)(x— i)jf(«+r) +
o 24

-~ (X—Z) (X-J) X (*+i ) (x+l) ) +- p ( X 4-— (W— I ) X -4~
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~^(x— I ) a; ( * •+- 1 ) -t- -L O — i)*(*+i)(* + 2)V.,_

l(x + — (x—i)x-h-^-(x—i)x(x-\-i)
S\+i (x+-^(x—i)x\+kx;

a qual reduzida
, e ordenada a refpeito de x , dá a fe-

guinte exprclíao

no v.120 24/ \i2o 24 t>y \ 120 24

-7-H--)4-.v ( h-i--4-__-4- h k ) ;o 2/ v 120 24 6 2 y

igualando termo a termo com a fórmula propofta temos,

r=r 120; p—: — 144; À= 1805 /'=—
í
6 ; k=— I ;

com eftes dados paliaremos a formar as feries feguintes ,

e a ultima delias moftrará o que fe quer

— 144,— 24, 96,216, 336, &cí.

— 144 ,
— 168 ,—72 , 144 , 480 , &c.

,
primeira fomma

36, 12,108,324, 660, &c.

36 , 48 , 156 , 480 , 1 140 , &c. , fegunda Ibmma

o , 12 , 120 , 444 , 1 104 , &c.

o, 12 , 132 , 576 , 1680, &c. , terceira fomma

— I, 11, 131,5-75:, 1679, &c.

— 1 , 10 , 141 ,yi6 y 2395- , &c.
,
quarta fomma ,

que refolve a queftaó : com effeito fe , ex. gr. , fuppo-

mos « = 4 , vêfe que a fórmula fe reduz a 1024 —
25:6 — 644-16— 4 = 716=: ao quarto termo da ulti-

ma ferie.

Nota.

Se a fórmula dada foffe ax
m
-h bx"

1
"'-^- .... H, acha-

da como aflima a ferie
,
que refolvelTe ax"+ bx""~'+. . . nx,

ajuntando a cada hum dos feus termos a quantidade H
y

feriamos a ferie competente á fórmula propofta.

Por exemplo , fe em lugar da expreíTaó que fica

men-
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mencionada fe defle efta * !—x*—

x

! -4-# 2—a:+8 , augm en-

talido 8 a cada termo da ultima ferie fuperior , teríamos

efta

7, 18, 149, 7 = 4) 24^3 )
&c.

que fatisfaz a queftaõ.

Eftá pois relolvido plenamente o problema propofto

;

por tanto vamos tratar de algumas das fuás applicações.

O que fica dito antes da foluçaó precedente afias ma-
nifefta o grande ufo delia na analyíè indeterminada

,
para

conhecer as leis das feries
,
que rcfolvem muitos dos feus

problemas , e por ifíb he inútil a demora
,
que podia fazer

lobre eftc affiimpto
;
porém algumas rezes faz-fe precifo

ufar antes de certas preparações a fim de evitar quebrados,

as quies faõ femelhantes ás de que neceflita o problema

immediato
,
que por efta caufa refolveremos.

ExpoJlçaS.

Achar três números inteiros taes
,
que , fe do triplo

do quadrado do primeiro fe tirar o fegundo, o refto feja

igual a oito vezes o terceiro ; e que , fe do cubo do pri-

meiro fe tirar o feu dobro, o refto feja igual ao fegundo.

Solução.

Faça-fe o primeiro = x , o fegundo =zy , o terceiro = z j

e teremos jx*—y = 83 , x '— ix =y , donde fe tira

x(—„vM-:.v+2) . r . .

z rr ~ : ora x ,y , z devem ler inteiros , mas
8

fendo x inteiro
, y também o he

,
pois que temos

jy= .v>

—

2x; logo refta vêr quaes números inteiros pode fer

.v
,
para que z , ou —: - ^ , feja numero inteiro :

ora ,v , relativamente ao divifor 8 , ha-dc fer hum numero
comprchendido cm alguma das formas feguintes

,

8n; 2n+i 8«4-z ; 8«-t-j ; 8«+ 4; 8» -+- 5 ; Zn+ 6; 8;;+ 7 ;

Tom. II Xx fen
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fendo x da forma 8« , z fera evidentemente hum numera
inteiro, pois que entaõ he z= 71(2411—64»" 4- 2 ) ; fe .v

c 3 f o r ' (8»-t-iX—64»a+8»-t-4)
ior da forma 8« -+- 1 , lera z = —^

, e

logo naõ fera inteiro; mas fe a? for da forma Sn +2 , a

fera igual a (4»-f-i)(

—

i6n 2—2»-+-i), e por confequencia in-

teiro : dileorrendo por diante da meima maneira veríamos

,

que
,
para z fer numero inteiro , he neceffario que x

feja hum numero inteiro pertencente a alguma das

formas , 8» , 8»4-2 , 8»H-4 , Sw-hj , 8»-t-6 ; exprefsóes que
,

fubftituidas por ti no valor de 2,daó i.°z=z4»2—64« ! -t-i;;,

2. zrr—Ó4« J—24«
24- 2WH-I , 3. z~—64»'—72»' —22»— 1,

4. as=—64»'—96»*—43»—5"
, j. z=—64»'—12o»

2—70»— 12 j

cada hum deftes últimos valores de s ferá o que fe deva

calcular pelo noflb methodo, fuppondo fueceffivamente

sro,= i,- 2 4 =: 3, .— &c. , o que

nos primeiros x = o , — 8 , = 1 6 , = 24 , = &c-

nos fegundos x = 2
J
=io, = i8 3 =2Ó, = &c.

nos terceiros x ~ 4 , = 12 , = 20 , = 28 , = &c.

nos quartos x =. 5 , :r: 13 ,
— 21 , = 29 , = &c.,e ultinjams •

nos quintos X £= 6 ,
— 14 ,

— 22 , = 30 , = &c.

calculados x cz,y fica fácil.

.Noto.

I.* Sc, além de fer z igual i expreffaõ fraccionaria

JL ( ix*—x 1 -*-2x') •> também _y foífe igual a outra expreíTa6
o

fraccionaria, faríamos primeiro que o valor de y contivef-

fe fomente st de incógnito, depois indagaríamos, que for-

mas devia ter x relativamente ao divifor do valor de y ,

da mefma forte que operamos para z ; em fim as formas

que fe achaflem para y multiplicadas duas a duas com

as que tiveflemos determinado para z , dariaõ as novas

formas, que x devia ter, para fatisfazer ambas as condi-

ções
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ções ao mefmo tempo , tendo o cuidado de fazer entrar

nelte numero as formas primeiras
,
que fe achaíTem com-

muas aos dous valores : aíEm teríamos as exprelsões
,
que

deveriaó fer fubítituidas nos valores de * , e 3
,
para de-

pois os calcular pelo noíTo methodo.

2/ A nota precedente faz ao mefmo tempo conhecer

o que fe deve praticar quando as exprelsões fraccionarias

forem mais de duas
,
por iflb naõ continuaremos com ef-

tes calos.

3." Sc no enunciado do problema dilTelTem que z ,y ,

e x dcvi.iõ ler inteiros, e poíitivos ; entaõ, fobre as re-

flexões já feitas , deveríamos ver também
,

que folie

# ? < 3* -t- 2 , e x ! > 2* ,0 que dá x< j , 6 }S #> I , 4 j

ora eftas condições combinadas com fer x de alguma das

formas 8» , 8« -4- 2 , &c. , fazem ver
,
que o problema tem

huma foluçaõ fó em números inteiros , e pofitivos , que

vem a fer « = 1 , y == 4 , s = 1.

4." Todas as preparações , e conííderações feitas na fo-

luçaõ do problema , e nas precedentes notas , faõ precifas

a fim de naõ calcular hum fó numero
,
que deixe de fervir,

pois aliás pode-fe hir directamente achar todas as foluçóes

da fórmula
~x +^ +2

!f aífim como fe fez para ter as de

* 5— x*— jí'-ha;
5— x ;

para cujo fim defenvolvendo a parte

competente da expreflaõ geral íommatoria , e continuando

as mais operações , acharíamos r=z—^ ,p =z — ; b =— -j

com o que fe formariaõ as feguintes feries:

. ^_6 6 . 12 18 .~"
1"8'°'~8" ~T" ~8" &c-

í é. -11 _22 &c
8 ' 8 ' ' 8 ' 8 '

i i -1 _Í4 _3i &c
8 » 8 ' 8 ' 8 ' 8 '46 „

~g >
x

> õ" > ~~ I > —5"
>
^c'
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a ultima claramente moftra

,
que fó quando inu 2 , fahe

z, — 1 , numero inteiro e pofitivo : fe fe continuaffe mof-
traria também, que z era inteiro, quando x fofle hum
dos números, 8 , 16 , 24 &c. , 2 , 10, 18 &c. ,4, 12, 20 &c,
5, 13,21 &C. , 6, 14, 22 &c.

,
que faó juftamente os núme-

ros das formas aflima expoftas.

5-.
a NaÕ devo ommittir a feguinte vantagem do pre-

fente methodo , vem a ler poder-íe calcular com facilida-

de huma foluçaó independentemente das outras todas , e

poder-fe depois achar citas outras
, já retrogradando

, já
continuando a relpeito delia. Supponhamos que le tenha

refolvido hum problema indeterminado , o qual nos condu-

za á feguinte equação y — x 5— x4— x ! -1- tf-— x , e que per-

tendamos partir da terceira foluçaõ ; tendo achado como
aflima os valores de r,p,b,i8cc, fubítituindo-os na par-

te defenvolvida da exprelfaõ gerai fommatoria , teremos

que efta fe reduzirá a

120 (#— 1 4— (tf— 2) (tf— 1 ) -4- 7- ( * — 2 ) (.v— 1 ) tf -t-

— (tf—2)(tf— i)x(x-hi)-{ (tf—2)(tf— i)a;(tf4-i) (tf-t-2) ) —

I44^.v+^(tf—i)tf+-i(tf— i)tf(tf+i)+—(tf—i)(tf)(tf+i)(tf+2))+

i8o^tf+-(tf—i)tf+-(tf—i)tf(tf+i)^—36^-1—(tf— i)tf) —tf i

onde fazendo tf= 3 ; virá

320 X 6— 144 x 15 -+- 180 X 10 — 36 x6— 3 = 141 foluçaõ

procurada.

Querendo agora por meio delta achar todas as ou-

tras , hiriamos calcular os terceiros termos fueceflivos da

bafe , c das outras feries
;
para o que notaríamos

,
que a

fórmula precedente em confequencia da fubltituiçaó reduz-

fe a

120(2-+- n-i4-i-Hi)-i44(34-3-l-44-5)-Hi8o(3-h34-4)-36(3-(-3)

— 1-3
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e logo teremos

120 . 2 — 144 =: 96 = ao terceiro termo da bafe.

120(2-4-1)—144.3=96+120—144.2=—72= 3. termo da 2.
a
ferie.

120(2+1)—144.3+180=—72+180= 108= 3
.° termo da 3/

1 ferie.

120(2+1+1)—144(3+3)+! 80.3= 108+120—3. 144+2.180=15:6

= 3. termo da 4.* ferie.

120(2+1+1)—i44(3+3)-hi8o.3—36=15-6—36=120= 3. termo

da 5\
a

ferie.

120(2+1+1+1)—144(3+3-1-4)4-180(3+3)—36.3=132 = 3.

termo da 6.
a

ferie.

120(2+1+ 1+1)—144(3+3+4)4-180(3+3)—36.3—1=131=
3. termo da 7." ferie.

ordenados agora eftcs terceiros termos verticalmente , vif-

to ferem já conhecidas as quantidades r
}
p,b ,i ,k

}
e co-

nheccr-fe também o como íe deve ufar delias , fica fácil

continuar em qualquer fentido a bafe , e cada huma das

outras feries até á ultima. Q^ E. F.

A razaó do modo empregado em achar os terceiros

termos todos ficará evidente , a penas fe pondere
,
que a

expreflaõ geral fommatoria , logo que r
, p ,

, &c. faõ de-

terminados, deve rcprefentar as difFcrentes fommas da pro-

greflaò arithmetica , a quem r,e /> competem, com as mais

onde entraõ as quantidades h , i , &c. ,
pela íimples fuppo-

fiçaõ de m = 2 , = 3 , = 4 , = 5- , &c.

Paliemos agora a moftrar como a foluçaó do proble-

ma fundamental pode fer applicada á refoluçaõ das equa-

ções numéricas de todos os gráos.

As raizes das equações numéricas podem-le dividir

em reacs , e imaginarias ; as primeiras fubdividem-fe em
racionaes , e irracionaes

,
politivas , ou negativas ; e ultima-

mente , as raizes racionaes podem fer ou números intei-

ros , ou fraccionarios : ora rcfolver huma equação tal como

por exemplo ax'"-\- bx'""
l

-\ h = o , he achar para x va-

lores que façaõ ax" -\-bx
m" 1

-\- . . . . = — b
;
pelo noflb rrre-

Tom. II. Yy tho-
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thodo podem calcular-fe com facilidade os valores de

ax'" +- bx'"'
1+ $cc.

,
quando fe íuppocm x fucceífivamente

= 1 , 2 , 3 , &c. , logo

i.° Se as raizes da equação propofta forem números

inteiros , e pofitivos , na ferie dos ditos valores deve for-

çofamente achar-fe — h , m de vezes.

2. Se as mefmas raizes forem números pofitivos , e

fraccionarios , deverá apparcccr naõ — h , mas fim números

entre os quaes — b fe contenha , e entaõ ficará conhecida

a parte inteira da raiz ; em quanto á fracção
,
que a deve

acompanhar , abaixo diremos hum modo de a calcular, o qual

fervirá também para a approximaçaõ das raizes irracionaes.

3 .° Sendo porém as raizes da equação propofta , núme-

ros negativos , inteiros , ou fraccionarios , racionaes , ou ir-

racionaes , a ferie mencionada nem conterá — h , nem mof-

trará limites que o contenhaõ ; convertidas porém na mef-

ma equação as raizes pofitivas em negativas , e reciproca-

mente , teremos entaõ huma nova equação , cujas raizes fe-

raõ números pofitivos
,

que determinaremos pelo modo
affima dito.

4. Se as raizes forem reaes , mas humas negativas , e

outras pofitivas , calcularemos eftas primeiro , e mudando

depois os fignaes ás potencias impares de x
,
paíTaremos

a calcular as raizes pofitivas da nova equação
,
que feraõ as

negativas da primeira.

$\° Quando a equação propofta contiver raizes iguaes,

inteiras, ou fraccionarias , he claro que nas feries fim

fe achará — h , ou limites, que o contenhaõ , mas naõ

tantas vezes quantas faõ as unidades de m
;
por quanto

,

fuppondo c huma das raizes iguaes , as feries deveráõ

moftrar, que ax
m
+- bx"'"'-^Scc. fe reduz a — b quando x—c

y

mas de nenhuma forte podem fazer conhecer quantos fac-

tores x— c fe involvem na dita equação, de maneira que,

fuppondo haver n de raizes c , as feries fó moftraráõ

tn » + 1 de raizes j e fe a equação contiveíTç « de rai-

zes
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zes c , q de raizes d , r de raizes e , &c. , as feries fó

nos fariaó conhecer m — « — q — r-t-3,&c. de raizes, o
que he evidente ; efta falta tem o prompto remédio de fe

dividir a equação propofta pelos factores correfpondentes

ás raizes achadas, pois affim obteremos huma equação de
menor gráo

,
que relolvida como a precedente , nos dará o

mefmo numero , e grandeza de raizes , fe eftas eraô iguaes

duas a duas ; ou menos fe entre ellas houverem algumas
iguaes três a três

,
quatro a quatro , &c. : no primeiro

cafo teremos achado todas as raizes pedidas , no fegundo
dividiremos a nova equação pelos factores íimples

,
que el-

la nos der , e teremos outra
,
que também refolveremos

,

continuando affim até achar as m raizes.

6° Quando , formadas as feries para as raizes pofitivas
,

e negativas , naõ encontrarmos — b , nem limites que o

comprehendaò ; ou quando o naõ encontrarmos tantas ve-

zes quantas forem as unidades de m , e dividindo depois

a equação propofta pelos factores correfpondentes ás raizes

achadas , a nova equação for tal que o feu ultimo termo , ou
naõ fe contenha nas feries que fe fizerem para a refolver , ou
fe contenha menos vezes do que faõ nella as unidades do
maior expoente da incógnita ; e affim fueceffivamente , de
maneira que por fim cheguemos a huma equação , cujo ul-

timo termo naõ entre nas feries ; he manifefto que fe de-

ve concluir , no primeiro cafo
,
que todas as raizes da equa-

ção propofta faõ imaginarias ; e no fegundo
,
que faõ

imaginarias as que reftaÕ a conhecer
;
porque vifto naõ

entrarem nas feries naõ podem fer numero algum , ra-

cional , ou irracional
,

politivo , ou negativo , e por confe-

quencia naõ podem fer numero algum real.

Notas.

1/ He necelTario advertir
,
que de três modos pode

h ter limites que o comprehendaò ; ou fendo hum dos

termos das feries menor que — b , e o feu immediato
maior
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maior ; ou lendo ambos menores , ou maiores que — b

;

da mefma lortc que a b pede txiílir entre m n , e pq,
ou fendo a b> mn, e<^,cu lendo a' V > m' n', e >^' ç',

ou fendo a" b" < wí" «"
, e < //' 4"

;
por iíTo deve haver cui-

dado cm decidir fe — b tem ou naó limites que o cem-

prchcndaõ , e por tanto vamos a notar o como fe deve

proceder em femelhantes calos : conhecer que — b tem

limites, quando he como ab^> mn , e </><? he coufa

clariflima ;
— b terá lemites , fendo maior que es termos

da ferie
,
quando fôr como a! b'> mi «' , e ^> p' q' , ifto he

,

quando a ferie dccicfcer de crda hum dos termos imme-

diatamente menores do que — h para os lados ; em fim

b terá limites fendo menor do que dois termos cenfe-

cutivos da ferie
,
quando deites para os lados a ferie iôr

augmentando.

2.
a A nota y." do exemplo precedente faz obfervar,

que efte methodo tem a grande vantagem de principiar a

ferie dos valores no termo que fe quizer , e por efte mo-

tivo pode poupar muito trabalho principiando o calculo

em hum termo
,
que pouco mais ou menos reprefente x na

equação propona : para ifto poderemos feivir-nos com
toda a vantagem , ou das idéas relativas aos termos domi-

nantes das equações , expeftas por M. de Lagny nas Me-
morias de Pariz para o anno de 1706 ; ou das de M. de

la Grange eferitas nas Memorias de Berlin para o anno de

1767: onde , e nas de 1768 , íe acharão também couzas

alTás intereflantes fobre a refoluçaõ geral das equações nu-

méricas de todos os gráos.

3/ No ufo do methodo fe conhecerá também fer el-

le tal
,
que a mefma formação da ultima ferie vai moftran-

dc fe ha , ou naõ mais que efperar delia
, circunftancia

que também poupa o trabalho inútil , a que muitas vezes

obrigaó aquclles methodos, que de longe naõ moftraõ os

limites onde fe deve parar.

4/ Note-fe mais que a fubftituiçaõ Newtoniana de

introduzir por x os números i,z, 3, &c. — 1,— 2, — 3,&c.

até
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ate fe alcançar hum rcfultado pofitivo , c outro negativo
,

tem o defeito notado por M. Bczout , de naõ fatisfazer

quando as raizes da cquaçaõ faõ iguaes , defeito que fe

naó encontra em o prefente
;
pois que as raizes da equa-

ção , ou devem fer imaginarias , ou infallivelmente faõ

dadas por elle ; de forte que , naõ achar por efte metho-
do algumas raizes , he fignal certiffimo de ellas ferem

imaginarias , e que por confequencia deve a equação
,
que

as contém , fer decompofta do modo competente.
y.* Só pode objectar-fe ao meu methodo trabalho

inútil
,
quando as raizes forem todas imaginarias

; mas he
elle tal

,
que nefte cafo formadas as feries , logo desde

os primeiros termos fe conhece ferem as raizes imagina-
rias , como deve fer , e como fe pode ver refolvendo

,

por exemplo , a equação x+ -h 6*' -t- zóx 1 -+- ^6x -+- 65- = o

,

cujas raizes faõ todas imaginarias
;
para o que deve pri-

meiro notar-fe
,

que,vifta a difpoíiçaó dos lignaes , fe as

raizes foíTem reaes , naõ podiaõ fer fenaõ negativas.

Refta agora dar o modo de calcular as raizes frac-

cionarias , e approximar as irracionaes ; o que vou execu-
tar na foluçaõ do feguinte problema, que fervirá de exem-
plo aos mais do mefmo género.

Problema.

Achar as raizes da equação x*—x*~4ix— 100=0.

Solução.

A equação propofta deve conter duas raizes politi-
cas , e huma negativa

;
para determinar as primeiras for-

maremos as feguintes feries

:

Tom. II.



A C A



DAS SciENCIAS D K L ! S il O A.

2.' A equação em y deve ter Ires rai/.cs , cada fiu-

ma das quaes junta a 2 formará huma das -raízes • da pro-

poíhi ; e logo conhecidas aquollas , cftarau conhecidas eftas.

3.'
1 Quando muitas raízes forem iguaes cm quanto, ás

unidades; ás unidades , e décimas; ás unidades , décimas , e

ccnteíCmas ; &c. o feu primeiro afpeclo (
por aílim dizer)

ferá ou de imaginarias , ou de abfolutamente iguaes
;
po-

rém á medida que formos refolvendo as equações em y ,

em c , &c. iremos formando o verdadeiro conceito das

raízes , e determinando o feu exa£r.o valor.

4.
3

Efte methodo de approximar hc certo , c naõ ob-

ftante parecer algum tanto longo , com tudo Íia6 o he

quanto parece : todavia fempre fatisfaz ao feu fim
,
que

he moftrar o ufo
,
que pode ter a foiuçaõ do Problema

fundamenta] na approximaçaõ das raízes das equações : dos

methodos
,
que para ifto mefmo tenho vifío até agora , o

mais breve foi exporto cm 1774 á Real Academia das

Sciencias de Pariz pelo Marquez de Conrtruron , cm huma
elegante Memoria , no fim da qual moftra a identidade" da

fua ultima formula com a de Euhr
,
que nefíe tempo 'ap-

pareceu fem a refpefliva demonftraçaõ
;

por ifto , em
quanto diz refpeito ao prefente aíTumpto , reporto-me ab-

folutamente á dita Memoria
,
pofto que cila neceílite de al-

gumas oblervações , as quaes deixo agora de fazer por naõ

fer muito extenfo.

Igual motivo me determina a omittir a applicaçaõ do

meu methodo, aliás evidente, ás fommaçôcs lucceílivas dos

termos , e potencias dos termos das progrcfsÕes arithme-

ticas; afllm como também á determinação immediatã da9

bailas contidas em pilhas de qualquer figurfc, contentando-

nos com dar fim a cfta Memoria moítrando , como o mef-

mo methodo nos conduz a determinar os coefficientes do
binómio Newtoniano.
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1 1 1 i 1 1 1 &c.

2 3
• 4- y- 6 • 7 8 &i"

3
• 6 • 10 • 15" 21 28 36 &c.

4- io- 20 •

35" 56 84 120 &c.

5
•

15:
•

35" 70 126 210 360 &c.

6 • 21 £<> 126 252 462 822 &c.

7 28 84 210 462 924 1746 &c.

Se , ordenando a ferie de unidades reprefentada pela

figura fuperior , formos fommando eftas fucccflivamente

comfigo mefmas , e achando por confequencia os diverfos

números naturaes , e figurados ; e fe depois confiderarmos

os números
,
que ficaõ diítribuidos diagonalmente , a faber,

1.° 1

2.° I

O'

4-

5-

1
) 3 > 3 , 1

1,4,6,4,1
.10 ,10

&c.

conheceremos facilmente
,
que elles reprefentaõ os coeffi-

cientes das potencias fucceflivas de qualquer binómio fim-

ples ; vê-fe pois
,
que as cxprefsôes geraes dos mefmos

coefficientcs podem ler achadas como corollarios do nolTo

Problema fundamental , bailando para ifto fazer as refle-

xões feguintes

:

1." Que a bafe tem o primeiro termo igual a 1 , e

a razaõ igual a o.

2.
a Que as quantidades h

y
i,8cc. faô também iguaes

a cifra.

3'
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3.' Que fendo |, o expoente da potencia á qual o bi-

nómio propoílo deva fer elevado , o primeiro coeficiente
he lempre o primeiro termo da forniria u_j ou o termo

H 4- i da primeira ferie , cu da bafe, o qual vem a fer i.

4." Que o legundo coeficiente , he o fegundo teimo
da fomma y. — i , ou o termo ju da ferie fegunda

,
que

forma a primeira fomma da bafe.

5/ Que o terceiro coeficiente, he o terceiro termo
da fomma \x— 2 , ou o termo p. — 1 da ferie terceira,

fomma fegunda da bafe.

6." Que o quarto coeficiente , he fempre o quarto
termo da fomma y.— 3 , ou o termo y — 2 da ferie quar-

ta , fomma terceira da bafe ; e alfim por diante : donde fe

conclue
,
que em geral o o- coeficiente he igual ao termo

H — 0-4- 2 da fomma <r— 1 da bafe dita.

Das precedentes obfervações remita

t.° Que da ferie achada na foluçaõ do Problema fun-

damental , a parte que deve fatisfazer cilas queftões , he

,

x 4 Cx— 1) x 4- v —
2

' 2 . . . . Ill— I

2. Que nefta parte deve fazer-fe m=r , e x=zyi—0-4-2

,

o que a faz transformar em a feguinte [^ — o- 4- 2 +
—(M—o-4-i)(n—0-4-2)4-^ (u—o-4-i)(n—(T4-2)(n—0-4-3)4- • . .

(H— 0-4- l)(u— cr 4-2) .... CU— i)

1.2 .... (O- I)

Agora baftará fazer fueceífivamente o- = 2, 3, 4, &c
para obter as exprefsócs geraes pertendidas, como fe vê

nos feguintes exemplos

:

<t — 2

.

2. Coefficicnte =u— 24-2=^

Tom. II. Aaa a = 2
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* = 3-

S* Cocf. =|í_i_hI(m_2)( |
.1_,)=m.ÍÍZ^.

cr =

4-* Coef. =H_2+. L(u_3)o1-»)+l^-jx^-j)^-!)

_ M-" 1 M

—

2

* 3

&c.

Q. E. F. et D.

DES-




